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关于共形向量场的 Ｒｉｃｃｉ平均值及应用
何　雅，吴元芬

（云南师范大学 数学学院，云南 昆明 ６５０５００）

摘要：共形向量场是微分几何中的一个重要组成部分，而Ｒｉｃｃｉ平均值刻画了黎曼度量与向量场之间的关
系，因此在ｎ维紧定向黎曼流形上，研究了光滑向量场的Ｒｉｃｃｉ平均值．首先运用活动标架法得到共形向
量场的性质，然后结合 ξ２的拉普拉斯算子得到判断黎曼流形上一个光滑向量场是共形向量场的必要条

件，即若向量场ξ是共形向量场，则关于ξ的Ｒｉｃｃｉ平均值δ（ξ）≥０．并且给出了δ（ξ）＝０时黎曼流形的分
类．
关键词：黎曼流形；共形向量场；Ｒｉｃｃｉ平均值；必要条件
中图分类号：Ｏ１８６１３　文献标识码：Ａ　文章编号：１６７４－５６３９（２０２１）０３－００６７－０４
ＤＯＩ：１０１４０９１／ｊｃｎｋｉｋｍｘｙｘｂ２０２１０３０１４

ＴｈｅＲｉｃｃｉＭｅａｎＶａｌｕｅｏｆＣｏｎｆｏｒｍａｌＶｅｃｔｏｒＦｉｅｌｄｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ

ＨＥＹａ，ＷＵＹｕａｎｆｅｎ
（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＹｕｎｎａｎＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｋｕｎｍｉｎｇ，Ｙｕｎｎａｎ，Ｃｈｉｎａ　６５０５００）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＴｈｅＣｏｎｆｏｒｍａｌｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄｉｓａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｐａｒｔｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｇｅｏｍｅｔｒｙ，ｔｈｅＲｉｃｃｉｍｅａｎｖａｌｕｅｄｅｓｃｒｉｂｅｓｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ
ｂｅｔｗｅｅｎＲｉｅｍａｎｎｉａｎｍｅａｓｕｒｅａｎｄｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄ，ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｔｈｅＲｉｃｃｉｍｅａｎｖａｌｕｅｏｆｓｍｏｏｔｈｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄｓｏｎｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｏｍｐａｃｔｏｒｉｅｎｔｅｄ
Ｒｉｅｍａｎｎｉａｎｍａｎｉｆｏｌｄｓｗａｓｓｔｕｄｉｅｄ．Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｃｏｎｆｏｒｍａｌｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄｓａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆｍｏｖｉｎｇｆｒａｍｅ，
ａｎｄｔｈｅｎｗｅｇｅｔｔｈｅｎｅｃｅｓｓａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｆｏｒａｓｍｏｏｔｈｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄｔｏｂｅａｃｏｎｆｏｒｍａｌｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄｏｎＲｉｅｍａｎｎｉａｎｍａｎｉｆｏｌｄｂｙｃｏｍｂｉｎｉｎｇｔｈｅ
Ｌａｐｌａｃｉａｎｏｆ｜ξ｜２，ｔｈａｔｉｆａｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄξｉｓａｃｏｎｆｏｒｍａｌｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄ，ｔｈｅｎｔｈｅＲｉｃｃｉｍｅａｎｏｆξｉｓｇｒｅａｔｅｒｔｈａｎｏｒｅｑｕａｌｔｏｚｅｒｏ，ａｎｄｗｅ
ｇｉｖｅｔｈｅｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆＲｉｅｍａｎｎｉａｎｍａｎｉｆｏｌｄｓｗｈｅｎｉｔｅｑｕａｌｓｔｏｚｅｒｏ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：Ｒｉｅｍａｎｎｉａｎｍａｎｉｆｏｌｄ；ｃｏｎｆｏｒｍａｌｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄｓ；Ｒｉｃｃｉｍｅａｎｖａｌｕｅ；ｎｅｃｅｓｓａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

１　主要定理

共形向量场是微分几何中的一个必不可少的组成部分．若流形Ｍ上的一个向量场ξ所诱导的局部单参
数可微变换群是共形变换群，则称向量场ξ是Ｍ上的一个共形向量场，下面给出共形向量场的定义［１］．

设ξ为黎曼流形（Ｍｎ，ｇ）上的光滑切向量场，如果在Ｍ上存在一个光滑函数ρ满足：

Ｌξｇ＝
２
ｎρｇ，

则称ξ为共形向量场，其中Ｌξ是度量ｇ关于ξ的李导数，ρ为共形向量场ξ的势函数．特别地，当ρ为零时，

ξ称为Ｋｉｌｌｉｎｇ向量场［２］，其诱导的局部单参数可微变换群是等距变换群．若ξ是闭的向量场，那么ξ称为闭
的共形向量场；若ξ是某个光滑函数的梯度向量场，ξ则称为共形梯度向量场．

许多作者［３－４］研究了具有常纯量曲率，且存在共形向量场的黎曼流形在一定的条件下等距于欧氏空间

中的球，而黎曼流形上存在共形梯度向量场在文献［５—６］中已被研究．本文主要考虑共形向量场的 Ｒｉｃｃｉ
平均值，下面给出Ｒｉｃｃｉ平均值的定义．

设（Ｍｎ，ｇ）是ｎ维黎曼流形，Ｍ上的一个光滑向量场Ｘ的Ｒｉｃｃｉ平均值定义为：



δ（Ｘ）＝１ｎＶ∫ＭＲｉｃ（Ｘ，Ｘ）ｄＭ，
其中Ｖ为Ｍ的体积，Ｒｉｃ为Ｍ上的Ｒｉｃｃｉ张量．

在文献［７］中，Ｙａｎｏ等证明了如下定理．
定理１　设（Ｍｎ，ｇ）（ｎ≥２）是一个紧定向的黎曼流形，Ｒｉｃ为Ｍ上的Ｒｉｃｃｉ张量，若Ｍ上的共形向量场

ξ满足Ｒｉｃ（ξ，ξ）≤０，则ξ必为平行向量场，且Ｒｉｃ（ξ，ξ）＝０当且仅当ξ是Ｋｉｌｌｉｎｇ向量场．
然而，该定理没有给出Ｒｉｃ（ξ，ξ）＝０时流形的分类，因此，本文在较弱的假设条件下给出了流形的分

类，于是得到了下面的结果．
定理２　设（Ｍｎ，ｇ）（ｎ≥２）是一个紧定向的黎曼流形，若Ｍｎ上存在非零的共形向量场ξ，则关于ξ的

Ｒｉｃｃｉ平均值δ（ξ）≥０．特别地，当δ（ξ）＝０时，Ｍｎ等距于黎曼积Γ×Ｍｎ－１，其中ｄｉｍΓ＝１．

２　预备知识

本文运用活动标架法进行计算，并采用Ｅｉｎｓｔｅｉｎ求和约定（重复指标表示求和）．设（Ｍ，ｇ）是ｎ维黎曼
流形，｛ｅ１，…，ｅｎ｝是局部单位正交标架场，｛ω１，…，ωｎ｝是对偶向量场，规定指标范围１≤ｉ，ｊ，ｋ，ｌ≤ｎ，则Ｍ
的结构方程为：

ｄωｉ＝ωｊ∧ωｊｉ，ωｉｊ＋ωｊｉ＝０，　　　 （１）

－１２Ｒｉｊｋｌωｋ∧ωｌ＝ｄωｉｊ－ωｉｋ∧ωｋｊ． （２）

其中ｄ为Ｍ上的外微分算子，ωｉｊ与Ｒｉｊｋｌ分别为黎曼度量ｇ诱导的联络形式与黎曼曲率．
下面定义Ｒｉｃｃｉ曲率和纯量曲率：

Ｒｉｊ＝∑
ｋ
Ｒｉｋｊｋ，Ｒ＝∑

ｋ
Ｒｋｋ，

显然Ｒｉｃｃｉ曲率关于ｉ，ｊ是对称的．
设向量场ξ∈Ｘ（Ｍ），则ξ在单位正交标架场下的表达式为：

ξ＝ξｉｅｉ．
向量场ξ∈Ｘ（Ｍ）的一阶、二阶协变导数分别定义为：
　　　　　　　　　　　　　 ξｉ，ｊωｊ＝ｄξｉ＋ξｊωｊｉ， （３）
　　　　　　　　　　　　　 ξｉ，ｊｋωｋ＝ｄξｉ，ｊ＋ξｋ，ｊωｋｉ＋ξｉ，ｋωｋｊ． （４）
对（３）式两边外微分，并由结构方程及（３）式与（４）式得向量场ξ∈Ｘ（Ｍ）的Ｒｉｃｃｉ恒等式为：
　　　　　　　　　　　　　 ξｉ，ｊｋ－ξｉ，ｋｊ＝ξｌＲｌｉｊｋ．
向量场ξ∈Ｘ（Ｍ）的散度定义为：
　　　　　　　　　　　　　 ｄｉｖ（ξ）＝ξｉ，ｉ，

则ξ为共形向量场当且仅当

　　　　　　　　　　　　　 ξｉ，ｊ＋ξｊ，ｉ＝
２
ｎρδｉｊ， （５）

显然，ρ＝ｄｉｖ（ξ）．
向量场ξ为Ｋｉｌｌｉｎｇ向量场当且仅当ξｉ，ｊ＋ξｊ，ｉ＝０，向量场ξ为平行向量场当且仅当ξ＝０，即ξｉ，ｊ＝０．显

然平行向量场为Ｋｉｌｌｉｎｇ向量场．
对（５）式两边同时求协变导数，有：

　　　　　　　　　　　　　 ξｉ，ｊｋ＋ξｊ，ｉｋ＝
２
ｎρｋδｉｊ， （６）

由（６）式有：

　　　　　　　　　　　　　 ξｊ，ｋｉ＋ξｋ，ｊｉ＝
２
ｎρｉδｊｋ， （７）
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ξｋ，ｉｊ＋ξｉ，ｋｊ＝
２
ｎρｊδｊｋ． （８）

结合（６）式、（７）式和（８）式有：

ξｉ，ｊｋ＋ξｉ，ｋｊ＋（ξｊ，ｉｋ－ξｊ，ｋｉ）＋（ξｋ，ｉｊ－ξｋ，ｊｉ）＝
２
ｎ（ρｊδｉｋ＋ρｋδｉｊ－ρｉδｊｋ）．

由ξ的Ｒｉｃｃｉ恒等式有：

２ξｉ，ｊｋ＝ξｌ（Ｒｌｉｊｋ＋Ｒｌｊｋｉ＋Ｒｌｋｊｉ）＋
２
ｎ（ρｊδｉｋ＋ρｋδｉｊ－ρｉδｊｋ）．

通过第一Ｂｉａｎｃｈｉ恒等式，上式为：

ξｉ，ｊｋ＝ξｌＲｌｋｊｉ＋
１
ｎ（ρｊδｉｋ＋ρｋδｉｊ－ρｉδｊｋ）． （９）

３　定理２的证明

在证明定理２之前，先证明如下引理．
引理１　设（Ｍｎ，ｇ）（ｎ≥２）是一个紧定向的黎曼流形，若Ｍｎ上存在非零的共形向量场ξ，则关于ξ的

Ｒｉｃｃｉ平均值δ（ξ）≥０，特别地，当δ（ξ）＝０时，ξ是平行向量场．
证明　取局部单位正交标架场ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ，规定指标范围１≤ｉ，ｊ，ｌ≤ｎ，因为

｜ξ｜２＝
ｉ
ξｉ
２，

所以
１
２Δ｜ξ｜

２＝１２∑ｉ，ｊ（（ξｉξｉ）ｊ）ｊ＝∑ｉ，ｊ（ξｉξｉ，ｊ）ｊ＝∑ｉ，ｊ（ξｉ，ｊ）
２＋∑

ｉ，ｊ
ξｉξｉ，ｊｊ，

即　 １
２Δ｜ξ｜

２＝｜ξ｜２＋∑
ｉ，ｊ
ξｉξｉ，ｊｊ， （１０）

由（９）式有 ∑
ｊ
ξｉ，ｊｊ＝－ξｌＲｌｉ－

ｎ－２
ｎ ρｉ． （１１）

将（１１）式带入（１０）式，有：
１
２Δ｜ξ｜

２＝｜ξ｜２－Ｒｌｉξｌξｉ－
ｎ－２
ｎ ρｉξｉ＝｜ξ｜

２－Ｒｉｃ（ξ，ξ）－ｎ－２ｎ ＜ρ，ξ＞． （１２）

因为 ｄｉｖ（ρξ）＝ρｄｉｖ（ξ）＋＜ρ，ξ＞，
又ρ＝ｄｉｖ（ξ），所以上式为： ｄｉｖ（ρξ）＝ρ２＋＜ρ，ξ＞，

对上式积分，则 ∫Ｍ ＜ρ，ξ＞ｄＭ＝－∫Ｍρ２ｄＭ， （１３）

对（１２）式积分，有： ０＝∫Ｍ（｜ξ｜２－Ｒｉｃ（ξ，ξ）－
ｎ－２
ｎ ＜ρ，ξ＞）ｄＭ，

把（１３）式带入上式，有： ∫ＭＲｉｃ（ξ，ξ）ｄＭ＝∫Ｍ（｜ξ｜２＋
ｎ－２
ｎ ρ

２）ｄＭ． （１４）

从（１４）式可以得到ξ的Ｒｉｃｃｉ平均值δ（ξ）≥０，特别地，当δ（ξ）＝０时，ρ＝０且ξ＝０，即ξ是平行向
量场．引理１证毕．

引理２　设（Ｍｎ，ｇ）（ｎ≥２）是黎曼流形，若 Ｍｎ上存在非零的平行向量场，则 Ｍｎ可以分解成黎曼积
Γ×Ｍｎ－１，其中ｄｉｍΓ＝１．

证明　设ξ为Ｍｎ上非零的平行向量场，即ξ＝０，则对Ｘ∈Ｘ（Ｍ）有：
Ｘ｜ξ｜２＝Ｘ＜ξ，ξ＞＝２＜Ｘξ，ξ＞＝０，

因此 ｜ξ｜２＝ｃ２，
其中ｃ为常数．

又因为ξ非零，所以存在ｐ∈Ｍｎ使得ξ（ｐ）≠０，从而ｃ≠０．因此｜ξ｜２≠０（处处）．取局部标架场ｅ１，
ｅ２，…，ｅｎ，使得
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ｅ１＝
ξ
｜ξ｜

＝１ｃξ，

规定指标范围为１≤ｉ，ｊ，ｋ，…≤ｎ，２≤α，β，γ…≤ｎ．又ξ＝ξｉｅｉ，所以有：
ξ１＝ｃ，ξα＝０，　 （１５）

由协变导数的定义有： 　 ξｉ，ｊωｊ＝ｄξｉ＋ξｊωｊｉ，
则ξ＝０当且仅当ξｉ，ｊ＝０，即　　　　　　 ｄξｉ＋ξｊωｊｉ＝０．

所以有：　　　　　　　　　　　　　　 ｄξα＋ξ１ω１α＝０． （１６）
结合（１５）式和（１６）式有：　　　　　　 ω１α＝０．

所以Ｍｎ有黎曼乘积分解Γ×Ｍｎ－１．引理２证毕．
本文从Δ｜ξ｜２出发，然后结合共形向量场的性质并化简后得到共形向量场ξ的Ｒｉｃｃｉ平均值δ（ξ）≥０，

并且δ（ξ）＝０时，ξ为平行向量场（引理１）．紧接着，从平行向量场的定义入手得到了ω１α＝０，即具有非零

平行向量场的黎曼流形有黎曼乘积分解Γ×Ｍｎ－１（引理２），结合引理１和引理２即可得到定理２．

４　结论

本文在Ｙａｎｏ和Ｂｏｎｃｈｅｒ证明定理的过程启发下，考虑黎曼流形上光滑向量场的Ｒｉｃｃｉ平均值，得到了
紧定向黎曼流形上一个光滑向量场ξ为共形向量场的必要条件是δ（ξ）≥０，并且给出了δ（ξ）＝０时黎曼流
形的分类，即此时Ｍｎ有黎曼乘积分解Γ×Ｍｎ－１．
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