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非线性优化问题中的共轭梯度法研究综述

杨　雪，李　锋

（云南师范大学 数学学院，云南 昆明 ６５０５００）

摘要：共轭梯度法是解决大规模线性等式和非线性优化问题的重要方法之一，其突出优点是收敛性强、

迭代步骤简单、对存储要求低．因此，通过查阅大量国内外文献，介绍几种经典共轭梯度法及其改进算

法的发展趋势和收敛性，并阐述混合共轭梯度法的研究热点以及共轭梯度法在图像复原和压缩感知中的

应用，同时探讨了现有算法的局限性及其未来的研究方向．
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　　优化问题与我们的工作和生活息息相关，比如每个公司都需要考虑 “在一定成本下，如何使利润最

大化或者损失最小化”的问题，此时，可以利用最优化方法去解决类似的实际优化问题．而优化问题存
在有约束条件和无约束条件两种情况，也可将其称之为有约束优化和无约束优化．在处理实际问题时，通
常会将有约束优化问题转变为无约束优化问题求解．因此，无约束优化一直是优化问题的研究重点．对于
无约束优化问题，若目标函数连续可微，则可以利用最速下降法、牛顿法、拟牛顿法、共轭梯度法等方法

对函数进行求解．这些方法都是利用目标函数的导数信息，然后采取一定的迭代格式求出目标函数的最优
值［１］．

在上述方法中，最简单的方法是最速下降法，但其面对一些复杂的问题时会受到锯齿现象的影响导致

收敛速度很慢．牛顿法和拟牛顿法的优势是收敛速度快，但由于其需要计算和储存矩阵且搜索方向的求解
复杂，为大规模优化问题的求解增加了难度［２］．而共轭梯度法在计算时仅需求目标函数的一阶导数，且
与最速下降法相比提高了收敛速度，同时又避免了牛顿法对存储空间的要求和求解Ｈｅｓｓｅ矩阵及其逆矩阵
的缺点．基于上述原因，在处理实际问题时共轭梯度法受到人们的广泛喜爱．



随着大数据时代的来临，亟须对海量数据进行分析应用，于是对大规模优化问题的求解提出新的要

求．而具有收敛性强，且算法简单、易操作的共轭梯度法恰恰是大规模问题的重要求解方法之一［２］．因
此，为了处理某些优化问题，研究共轭梯度法具有重要意义．

１　共轭梯度法的发展及其收敛性

１１　共轭梯度法的发展

对于无约束优化问题： ｍｉｎ｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈Ｒｎ｝，
其中ｆ：Ｒｎ→Ｒ连续可微，ｇｋ＝

Δ

ｆ（ｘｋ）．给定初始值后，共轭梯度法的迭代公式为：

ｘｋ＋１＝ｘｋ＋αｋｄｋ，ｄｋ＝
－ｇｋ，ｋ＝０，

－ｇｋ＋βｋｄｋ－１，ｋ≥１{ ．
（１）

１９５２年Ｈｅｓｔｅｎｅｓ等［３］提出了ＨＳ共轭梯度法，该方法不需要求逆矩阵或矩阵分解，而是以迭代的方式
求线性方程的解，且结果具有有限终止性．对于一个线性方程组

Ａｘ＝ｂ，ｘ∈Ｒｎ， （２）
其中，Ａ是对称正定矩阵，且Ａ∈Ｒｍ×ｎ，ｂ∈Ｒｍ．

可将 （２）式看作无约束严格凸二次函数的极小值问题ｍｉｎｆ（ｘ）＝１／２ｘＴＡｘ－ｂＴｘ的驻点条件 （梯度等

于０），即

Δ

ｆ（ｘ）＝Ａｘ－ｂ＝０．
在解决了线性方程组的问题之后，如何将该方法推广到非线性领域值得关注．于是 Ｆｌｅｔｃｈｅｒ等［４］将

ＨＳ法的思想运用到非线性优化问题，并提出了ＦＲ法，ＦＲ法可先在精确线搜索下求解凸二次函数最小值
问题，之后他们又将其推广到一般函数最小值的求解中［１］；１９６９年 Ｐｏｌａｋ等［５］和 Ｐｏｌｙａｋ［６］提出了 ＰＲＰ方
法，该方法通过对ＦＲ方法中βｋ的改动，改善了ＦＲ方法的收敛速度慢的情况；１９８７年 Ｆｌｅｔｃｈｅｒ

［７］在其著

作中引入了ＣＤ法，即共轭下降法，从而得到了关于下降方向更好的性质；１９９１年Ｌｉｕ等［８］在ＰＲＰ方法的
基础上提出了ＬＳ法；１９９９年戴虹等［９］提出了在Ｗｏｌｆｅ线搜索条件下的ＤＹ方法；２００１年戴虹等［１０］提

了ＤＬ法，该方法利用拟牛顿方程及 ＨＳ方法的共轭性使得新算法在收敛性和下降方向上均有所改善；
２００４年Ｙａｂｅ等［１１］根据ＤＬ方法的思想得到了ＹＴ方法．

不同的共轭梯度法区别在于βｋ不同，现将以上方法中的βｋ计算公式归纳如下：

　　　　　　　　　　　　　　βＨＳｋ ＝
ｇＴｋｙｋ
ｄＴｋ－１ｙｋ

，βＦＲｋ ＝
ｇＴｋ＋１ｇｋ＋１
ｇＴｋｇｋ

； （３）

　　　　　　　　　　　　　　βＰＲＰｋ ＝
ｇＴｋｙｋ
ｇＴｋ－１ｇｋ－１

，βＣＤｋ ＝
ｇＴｋｇｋ

－ｄＴｋ－１ｇｋ－１
； （４）

　　　　　　　　　　　　　　βＬＳｋ ＝
ｇＴｋｙｋ
－ｄＴｋ－１ｇｋ

，βＤＹｋ ＝
ｇＴｋｇｋ
ｄＴｋ－１ｙｋ－１

； （５）

　　　　　　　　　　　　　　βＤＬｋ ＝
ｇＴｋ（ｙｋ－ｔｓｋ）
ｄＴｋ－１ｙｋ

，其中ｔ≥０； （６）

　　　　　　　　　　　　　　βＹＴｋ ＝
ｇＴｋ（ｚｋ－ｔｓｋ）
ｄＴｋ－１ｚｋ

． （７）

其中ｓｋ＝ｘｋ＋１－ｘｋ，ｙｋ＝ｇｋ－ｇｋ－１，ｚｋ＝ｙｋ＋ρ（
θｋ
ｓＴｋμｋ
ｕｋ）．

１２　共轭梯度法的收敛性
１２１　ＦＲ方法

起初对ＦＲ方法的收敛性分析工作是在精确线搜索基础上展开，Ｚｏｕｔｅｎｄｉｊｋ［１２］给出了精确线搜索下 ＦＲ
方法对一般非凸函数全局收敛的证明，之后，Ｐｏｗｅｌｌ［１３］给出ＦＲ方法全局有效性，同时证明了精确线搜索
下的ＦＲ方法若在某一步产生一个小步长则后面生成的步长也可能很小．因此，ＦＲ方法收敛可能很慢．
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此外，Ｐｏｗｅｌｌ［１３］的分析也对ＦＲ方法数值表现不佳提供了一些依据．
由于精确线搜索计算量较大，实际计算通常采用非精确搜索确定迭代步长．１９８５年，ＡｌＢａａｌｉ［１４］首先

分析了ＦＲ方法在非精确搜索下的收敛性，且证明当参数满足０＜ρ＜σ＜１／２；１／２时，ＦＲ方法在强Ｗｏｌｆｅ
线搜索下满足充分下降性及全局收敛性；Ｌｉｕ等［１５］继续研究了 ＦＲ方法在强 Ｗｏｌｆｅ线搜索下的收敛性，证
明了当σ＝１／２它也是充分下降且全局收敛的；１９９６年戴虹等［１６］给出了 ＦＲ方法在 σ＝１／２的强 Ｗｏｌｆｅ
线搜索时全局收敛的新证明，并还举出一个反例证明：当 σ＝１／２时 ＦＲ方法可能因为产生上升方向而导
致算法失败；此外戴虹等［１７］还提出新的广义线搜索，并给出ＦＲ方法在广义线搜索下的全局收敛性；之
后，戴虹等［１８］在没有充分下降条件的情况下建立了ＦＲ方法和ＰＲＰ方法的收敛性．
１２２　ＤＹ方法

由于前人对 ＦＲ方法和 ＣＤ方法的收敛性研究大多停留在精确线搜索或强 Ｗｏｌｆｅ线搜索上，如何在较
弱的线搜索条件下提出一种具有全局收敛性的共轭梯度法显得尤为重要．于是戴虹等［９］对原来的方法

进行深入研究后，提出一种在Ｗｏｌｆｅ线搜索下能自动保持下降条件且全局收敛的共轭梯度法，并将其称之
为ＤＹ方法．之后，戴虹［１９］分析了ＤＹ方法的内在性质，给出了该方法在远离最优点时大部分迭代点列
都满足充分下降条件的证明．
１２３　ＰＲＰ方法

与其他共轭梯度法相比，ＰＲＰ方法具有良好的数值表现．对于普通非线性函数，当出现连续产生小步
长的情况时，共轭参数βＰＲｋ≈０，这相当于对算法进行了一次重新启动，克服了ＦＲ方法数值表现不好的缺
点．但对于一般非凸函数，ＰＲＰ方法的收敛性表现不佳［２０］．为了改善这种情况，Ｐｏｗｅｌｌ［２１］建议令 ＰＲＰ方
法中的共轭参数为：

βｋ＝ｍａｘ｛β
ＰＲＰ
ｋ ，０｝． （８）

之后，Ｇｉｌｂｅｒｔ等［２２］根据Ｐｏｗｅｌｌ［２１］的建议，在一定条件下给出了一般非凸函数在改进 ＰＲＰ方法下的收
敛性．２００６年Ｗｅｉ等［２３］给出了ＰＲＰ方法的一种变体βｋ，并称为ＷＹＬ方法，同时给出了新算法在几种线
搜索下的收敛性．其中：

βｋ＝
ｇＴｋｙｋ

—

ｇｋ－１
２，ｙｋ

— ＝ｇｋ－
ｇｋ
ｇｋ－１

ｇｋ－１． （９）

延续ＷＹＬ方法的思想，２００７年Ｙａｏ等［２４］将这种方法推广到 ＨＳ和 ＬＳ方法上，并提出新的算法，其
形式如下：

βＭＨＳｋ ＝
ｇＴｋｙｋ

—

ｄＴｋ－１ｙｋ
，βＭＬＳｋ ＝

ｇＴｋｙｋ
—

－ｄＴｋ－１ｇｋ－１
． （１０）

２００９年Ｚｈａｎｇ［２５］对ＷＹＬ方法进行改进，提出一种收敛性更好的ＮＰＲＰ算法，新算法同时具有ＰＲＰ方
法的数值表现和ＦＲ方法的收敛性．观察两种方法的共轭参数易知，作者将 ＷＹＬ方法中的 ｇＴｋｇｋ－１替换成
ｇＴｋｇｋ－１ ，且严格凸的目标函数在精确线搜索下ＮＰＲＰ法可简化为 ＦＲ方法．此外，证明了当参数 σ在强
Ｗｏｌｆｅ条件中限制在 （０，１／２）时，ＮＰＲＰ方法的充分下降性和在强Ｗｏｌｆｅ条件下全局收敛于非凸极小化．
出于相同的动机，她将结果推广到ＨＳ方法，并将改进的共轭梯度法称为ＮＨＳ法．其中：

βＮＰＲＰｋ ＝
ｇｋ

２－
ｇｋ
ｇｋ－１

ｇＴｋｇｋ－１

ｇｋ－１
２ ； （１１）

βＮＨＳｋ ＝
ｇｋ

２－
ｇｋ
ｇｋ－１

ｇＴｋｇｋ－１

ｄＴｋ－１ｙｋ－１
． （１２）

２０１２年Ｄａｉ等［２６］受到文献 ［２７］提出的新算法能够产生充分下降条件的启发下，对 Ｚｈａｎｇ［２５］的
ＮＰＲＰ方法进行了改进，使改进后的ＮＰＲＰ方法在下降方向上具有更好的性能，并将该方法称为ＤＰＲＰ法．
因此，ＤＰＲＰ方法和ＮＰＲＰ方法相比较，不仅对任意线搜索具有充分的下降性，而且在 Ｗｏｌｆｅ线搜索或
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Ａｒｍｉｊｏ线搜索下非凸极小化都保持全局收敛性．此外，将这一结果推广到 ＮＨＳ方法，并称为 ＤＨＳ方法．
其中：

βＤＰＲＰｋ ＝
ｇｋ

２－
ｇｋ
ｇｋ－１

ｇＴｋｇｋ－１

μｇＴｋｄｋ－１ ＋ ｇｋ－１
２ ，μ＞１； （１３）

βＤＨＳｋ ＝
ｇｋ

２－
ｇｋ
ｇｋ－１

ｇＴｋｇｋ－１

μｇＴｋｄｋ－１ ＋ｄ
Ｔ
ｋ－１ｙｋ－１

，μ＞１． （１４）

２　共轭梯度法的研究现状及热点

目前，对于共轭梯度法的研究主要有两种思路：一种是直接改进共轭参数 βｋ；另一种是利用混合方

法能够取长补短的特点将不同的方法进行混合．众所周知，证明ＦＲ法、ＤＹ法和ＣＤ法的收敛性时，全局
收敛定理只需要满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ假设，而不需要有界性假设．这决定了它们虽然计算效果一般，却具有很好
的全局收敛性．另外，由于ＰＲＰ法、ＨＳ法和ＬＳ法能够自动调节 βｋ避开干扰步长，具有内置重新启动功
能，因此在一般情形下可能不收敛，但是它们却具有良好的数值表现．正是因为混合共轭梯度法具有结合
两类方法优缺点的特点，所以从混合共轭梯度法的思路出发构造出一种既具有好的收敛性质，又具有优秀

的数值表现的新算法具有深远的意义．
混合共轭梯度法一般是将其他共轭梯度法与经典共轭梯度法混合．１９９０年ＴｏｕａｔｉＡｈｍｅｄ等［２８］首先通

过将ＦＲ方法和ＰＲＰ方法投影，引入了混合共轭梯度法．这是对混合共轭梯度法的一次有效尝试，新方法
兼具ＦＲ方法和ＰＲＰ方法的特点，并克服了ＦＲ方法数值表现一般的缺点，其中：

　　　　　　　　　　　　　βｋ＝ｍａｘ｛０，ｍｉｎ｛β
ＰＲＰ
ｋ ，β

ＦＲ
ｋ｝｝， （１５）

为扩展ＰＲＰ更新参数的允许选择范围，同时保持全局收敛性，Ｇｉｌｂｅｒｔ等［２２］提出：

　　　　　　　　　　　　　βｋ＝ｍａｘ｛－β
ＦＲ
ｋ，ｍｉｎ｛β

ＰＲＰ
ｋ ，β

ＦＲ
ｋ｝｝． （１６）

该算法的数值表现虽然比ＦＲ方法好，但却不如ＰＲＰ方法．由于 ＤＹ方法具有比 ＦＲ方法更好的全局
收敛性，因此戴虹等［９］沿着这种思路给出一种混合ＤＹ方法和ＨＳ方法的新算法：

　　　　　　　　　　　　　βｋ＝ｍａｘ｛０，ｍｉｎ｛β
ＨＳ
ｋ，β

ＤＹ
ｋ｝｝， （１７）

而且其以大量的数值实验证明该算法明显优于ＨＳ方法和ＤＹ方法，特别在面对较为复杂的问题时数值表
现也比ＰＲＰ方法好．由于受文献 ［２２］的启发，何晓旭等［２９］在２０１６年提出一种将ＦＲ和ＰＲＰ算法混合的
新算法．该算法充分利用二者的优势，下降方向ｄｋ由新算法产生且不依赖于任何一种线搜索条件．其中：

　 　　　　　　　　　βｋ＝ｍａｘ｛ｍｉｎ［－ｃβ
ＰＲＰ
ｋ ，β

ＦＲ
ｋ］，ｍｉｎ［β

ＦＲ
ｋ，β

ＰＲＰ
ｋ ］｝； （１８）

　　　　　　　　　　　ｃ＝１－γ１＋γ
，γ∈ １

２，[ ]１； （１９）

　　　　　　　　　　ｄ（ｋ）＝
－ｇｋ，ｋ＝０，

θｋｇｋ＋βｋｄ
（ｋ－１），ｋ≥１{ ，

θｋ＝１＋βｋ
ｄＴｋ－１ｇｋ
ｇｋ

２ ． （２０）

为了延续ＤＰＲＰ法［２６］、ＤＹ法［９］等多种共轭梯度法的优点，韩信等［３０］在２０１７年提出了一种新 ＨＺＷ
法，其在发表的文章中不仅给出了新算法良好的收敛性证明，而且用文献 ［３１］中的１１个测试函数对它
的数值表现进行了验证，其中：

βＨＺＷｋ ＝
ｇｋ

２－
ｇｋ
ｇｋ－１

ｍａｘ｛０，ｇＴｋｇｋ－１｝

ｍａｘμｇＴｋｄｋ{ －１ ＋ ｇｋ－１
２ｄＴｋ－１ｙｋ }－１

，μ＞１． （２１）

除此之外，刘玲等［３２］在２０１６年提出了一种新的带参数的共轭梯度法，并给出了新算法全局收敛性证
明．新算法最大的特点是搜索方向满足充分下降性却不依赖任何线搜索，但引入参数的选取会对最后的数
值效果造成一定的影响．其中βｋ为：
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　　　　　　　　　　 βＭＮＳＥｋ ＝
μｇＴｋｙｋ－１

ｄＴｋ－１ｇｋ －λｄ
Ｔ
ｋ－１ｇｋ－１

，０＜μ≤１，０＜λ≤１； （２２）

　　　　　　　　　　 ｄｋ＝
－ｇｋ，ｋ＝０，

－ １＋βＭＮＥＷｋ
ｇＴｋｄｋ－１
ｇｋ( )２ ｇｋ＋βＭＮＥＷｋ ｄｋ－１，ｋ≥１{ ．

（２３）

与此同时，利用两种方法的凸组合构造新算法的尝试也在进行．Ａｎｄｒｅｉ［３３］给出了一种新的混合共轭梯
度算法，其中：

βＣｋ＝（１－θｋ）β
ＨＳ
ｋ ＋θｋβ

ＤＹ
ｋ，θｋ∈［０，１］， （２４）

对于这种方法，一个必须解决的问题就是凸组合参数θｋ确定．在文献 ［３３］中，作者先假设搜索方向 ｄｋ
为牛顿方向，据此得出θｋ的表达式为：

θｋ＝
ｓＴｋ

Δ２ｆ（ｘｋ＋１）ｇｋ＋１－ｓ
Ｔ
ｋｇｋ＋１－

ｙＴｋｇｋ＋１
ｙＴｋｓｋ

ｓＴｋ

Δ２ｆ（ｘｋ＋１）ｓｋ

ｇＴｋ＋１ｇｋ＋１
ｙＴｋｓｋ

－
ｙＴｋｇｋ＋１
ｙＴｋｓ[ ]

ｋ
ｓＴｋ

Δ２ｆ（ｘｋ＋１）ｓｋ

， （２５）

由于表达式中涉及Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵的计算，因此假设序列 （ｓｋ，ｙｋ）满足割线方程

Δ２ｆ（ｘｋ＋１）ｓｋ＝ｙｋ，其中，
ｓｋ＝ｘｋ＋１－ｘｋ，ｙｋ＝ｇｋ＋１－ｇｋ，经过代数运算后可得到：

θｋ＝－
ｓＴｋｇｋ＋１
ｇＴｋｇｋ＋１

． （２６）

类似也可以得到ｄｋ的表达式，最终得到的ｄｋ在一定条件下为近似牛顿方向．但这种方法的局限性在
于不能保证生成的ｄｋ一定是下降方法，因此可能导致数值结果不稳定．除此之外，作者还给出了新算法
在一定条件下的收敛性证明以及数值实验表现．

Ｌｉｕ等［３４］在Ａｎｄｒｅｉ［３３］的启发下，综合考虑 ＬＳ方法数值表现及 ＤＹ方法的收敛性，提出了基于 ＬＳ和
ＤＹ方法凸组合的一种新的混合共轭梯度法，该方法下的搜索方向满足Ｄａｉ等［１０］提出的ＤＬ共轭条件：

ｄＴｋ＋１ｙｋ＝－ｔｓ
Ｔ
ｋｇｋ＋１，ｔ≥０． （２７）

特别值得注意的一点是，Ｌｉｕ等［３４］借鉴文献 ［３３］证明思路发现了一个事实．即当 ＤＬ共轭条件的
参数ｔ＝１时，满足ＤＬ共轭条件的搜索方向中的凸组合参数θＤＬｋ 和搜索方向符合牛顿方向时的凸组合参数
θＮＴｋ 相等．因此取ｔ＝１时得到的搜索方向ｄｋ就能具有很好的性质，这为后面研究新算法又提供了新思路．
２０１９年Ｍｔａｇｕｌｗａ等［３５］借鉴Ａｌｈａｗａｒａｔ［３６］和文献 ［３４］的思想，构造了ＮＰＲＰ与ＦＲ方法的凸组合的新

混合共轭梯度法．该方法继承了ＰＲＰ、ＦＲ和ＮＰＲＰ共轭梯度的特点，并将βｋ更新为：

　　　　　　　　　　　　βＥＰＦｋ ＝
βＰＲＰｋ ，ｉｆｇｋ

２＞ ｇＴｋｇｋ－１ ，

βＣＣＭｋ ，{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ．
（２８）

其中βＣＣＭｋ ＝（１－θｋ）β
ＮＰＲＰ
ｋ ＋θｋβ

ＦＲ
ｋ，θｋ∈［０，１］，β

ＮＰＲＰ
ｋ 由文献 ［２５］给出，ｄｋ的定义为：

　　　　　　　　　　　 ｄ（ｋ）＝
－ｇｋ，ｋ＝０，

－ｇｋ－β
ＥＰＦ
ｋ
ｄＴｋ－１ｇｋ
ｇｋ

２ｇｋ－１＋β
ＥＰＦ
ｋ ｄｋ－１，ｋ≥１{ ．

（２９）

此外，关于凸组合的其他混合共轭梯度法还可以参见Ｄｊｏｒｄｊｅｖｉｃ［３７－３８］提出的ＬＳ和ＣＤ方法凸组合的混
合共轭梯度法及ＬＳ和ＦＲ方法凸组合的混合共轭梯度法．

目前，对混合共轭梯度法研究的方法已有很多，但对不同的混合方法而言，其优缺点、原理、算法特

点以及收敛性特征等仍存在差异．因此对混合共轭梯度法进行深入研究仍具有重要意义，在未来研究中争
取探索出更多兼具好的收敛性质及良好数值表现的混合共轭梯度法．

３　共轭梯度法的应用

由于共轭梯度法能够高效、简洁地处理一些大规模线性等式和非线性优化问题，在处理实际问题时，
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其应用范围广泛，如：图像复原、压缩感知问题和求解大规模非线性互补问题等．
３１　共轭梯度法在图像复原中的应用

图像是获取信息的重要方式之一，为高效、快捷、精准地从图像中获取重要信息，对图像复原进行研

究具有重要应用价值．图像复原的基本任务是最大限度地保留原始图像的边缘信息和去除污染图像中噪声
及模糊部分．对污染图像的处理时，要先根据不同的污染情况建立相应的原始图像和污染图像的数学模
型，然后利用污染图像信息，对建立好的数学模型进行反解［３９］．因此图像复原本质上可以看成是数学中
反问题的研究范畴．在得到一个数学模型后，可以先对最小化模型进行离散处理，然后再利用最优化方法
对离散后的模型进行求解．而离散模型其中的一个子问题需要对大规模线性方程组进行求解，此时就可以
利用共轭梯度法来实现．
２０２０年Ｙｕａｎ等［４０］将最速下降算法和ＬＳ方法进行凸组合，提出了一种修正的共轭算法．新算法的搜

索方向在没有任何线搜索技术的情况下，具有充分下降性和信赖域性质，在一定的条件及回溯线搜索技术

下建立了全局收敛性［４１］．此外，为了改善目标函数值会随迭代次数增加而缩减的情况，作者对步长采用
了加速系统［４２］，并将该算法成功的应用到图像复原中，而且数值实验表明，该算法与其他方法相比具有

一定的优势．同年，Ｃａｏ等［４３］提出了一种修正 ＰＲＰ共轭梯度法，由新算法定义的搜索方向具有充分下降
性和信赖域特征．由于这两个特别好的特性，因此能够更简单地证明非凸函数在 Ａｒｍｉｊｏ线搜索下的全局
收敛性．同时作者还用数值实验证明了在图像复原背景下新算法同ＰＲＰ方法相比具有较大优越性．
３２　共轭梯度法在压缩感知中的应用

２００６年Ｄｏｎｏｈｏ［４４］和Ｃａｎｄｅｓ等［４５］的两篇突破性的论文使压缩感知进入了大众视野．随着现代科学技术
的迅猛发展，压缩感知方法已经广泛应用在电子工程、医学、计算机科学等领域．它利用一个高度不完备的
线性测量对稀疏信号进行采样，这时获取的是被 “压缩”后的数据．然后，通过使用高效的方法对 “压缩”

的数据进行重构就能恢复原稀疏信号［４６］．在进行第２步重构时，就可利用共轭梯度法恢复原始信号．
在处理信号恢复模型时，由于ｌ１范数是非光滑凸函数，给ｌ１范数最小化问题的求解带来了一定难度．

李双安［４７］利用Ｎｅｓｔｅｒｏｖ光滑技术把ｌ１范数近似为一个光滑函数，原问题就转变成求解光滑无约束凸规划
问题，然后利用改进的ＨＳ算法求解该问题，从而达到大规模稀疏信号恢复的目的．

与前述类似，王慧敏等［４８］为解决ｌ０范数非凸非连续无法用凸优化算法求解的问题，基于 Ｇａｕｓｓ函数
提出一个新的光滑函数逼近ｌ０范数．因此原模型就转化成可用凸优化算法求解的凸优化问题，作者在研
究中选择ＰＲＰ法完成了信号恢复过程．

４　小结

共轭梯度法是解决大规模线性等式和非线性优化问题的重要方法之一，其突出优点是收敛性强、迭代

步骤简单、对存储要求低．本文分别介绍了几种经典共轭梯度法及其改进算法的发展变化和收敛性，然后
描述了混合共轭梯度法的研究现状以及共轭梯度法在图像复原和压缩感知中的应用．

现有的共轭梯度法在实践中取得了优异的表现，但部分算法尚存在易受参数影响、适用于特定的函

数、可能需要在特定条件下证明收敛性等局限性，因此凸组合法中凸组合参数的选取、对新共轭梯度法的

优化以及在更弱的搜索条件下证明算法的收敛性等问题有待于后期进一步的研究和完善．除此之外，结合
谱方法的谱共轭梯度法中谱参数的选择、三项混合共轭梯度法等也值得今后继续挖掘和拓展．
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