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具强阻尼的 ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ型吊桥方程的
长时间动力学行为研究

吕鹏辉，吕小俊

（苏州大学 应用技术学院，江苏 苏州 ２１５３２５）

摘要：在其他学者研究的基础上，根据吊桥方程和ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程的特点，研究了具强阻尼的ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ

型吊桥方程的长时间动力学行为．首先在给定适当的假设条件下，利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元方法得到此类方

程的整体解；其次使用算子分解方法研究了该类吊桥方程的整体吸引子；最后采用将方程线性化处理的

方法，得到该类吊桥方程的整体吸引子的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数和分形维数存在上界．
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎｔｙｐｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｂｒｉｄｇｅｅｑｕａｔｉｏｎ；ｇｌｏｂａｌａｔｔｒａｃｔｏｒ；Ｈａｕｓｄｏｒｆｆｄｉｍｅｎｓｉｏｎ；ｆｒａｃｔａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎ

　　本文所研究的具强阻尼的ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ型吊桥方程的长时间动力学行为：
　　　　　ｕｔｔ－Δｕｔ＋Δ

２ｕ＋ｋ２ｕ＋＋ｇ（ｓｉｎｕ）＋ｆ（ｕ）＝ｈ（ｘ），（ｘ，ｔ）∈Ω×［０，∞）， （１）
　　　　　ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），ｕｔ（ｘ，０）＝ｕ１（ｘ），ｘ∈Ω，　　　　　　　　　　　 （２）
　　　　　ｕ（ｘ，ｔ）＝Δｕ（ｘ，ｔ）＝０，ｘ∈Γ．　　　　　　　　　　　　　　　　　 （３）

其中Ω是ＲＲ中具有光滑边界的有界域，其光滑边界为Γ，ｋ２是弹性系数，函数为：

ｕ＋＝ ｕ，ｕ＞０，
０，ｕ≤０{ ．

１９９０年吊桥方程由ＡＣＬａｚｅｒ和ＰＪＭｃｋｅｎｎａ［１］作为非线性分析领域的新问题提出，该方程描述了吊
桥路面在垂直平面内的震动．吊桥方程提出来之后，众多学者对该模型进行了许多相关研究．其中：Ｐａｒｋ



等［２］得到了非线性阻尼吊桥方程的整体吸引子的存在性；刘世芳等［３］研究了带有历史记忆的阻尼吊桥方

程的长时间行为，并通过利用收缩函数的方法，获得解在强拓扑空间下全局吸引子的存在性．随着对该方
程地研究深入，许多学者对各类吊桥方程的长时间性态进行了研究，如自治吊桥方程的整体吸引子［４－５］，

维数估计［６－７］，吊桥方程的指数吸引子［８－９］，非自治吊桥方程的拉回吸引子［１０－１１］等．ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程是波
动方程中的一个重要模型，具有丰富的物理背景，对该类方程的长时间行为（包括整体吸引子、指数吸引

子、维数估计等）也有许多学者进行了研究，可参见文献［１２—１６］及其他相关文献．张建文等［１２］利用算子

半群理论证明了在一定边界条件下系统存在连续解，并且由算子半群分解的方法构造出渐近紧的不变吸收

集，进而得到系统整体吸引子的存在性．
有许多学者［１７－１９］研究了Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型吊桥方程的长时间动力学行为．而有关ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ型吊桥方程的

研究相对甚少．因此，本文在前人研究的基础上，根据吊桥方程和ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ方程的特点，研究具强阻尼
ＳｉｎｅＧｏｒｄｏｎ型吊桥方程吊桥的长时间动力学行为，包括在空间Ｘ＝Ｇ２×Ｈ的整体吸引子的存在性，整体吸
引子Ａ的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数及分形维数有限．

１　预备知识及相关理论

为叙述方便，定义Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｇｓ＝Ｄ（Ａ
ｓ
４），其内积和范数分别为：

　　　　　　　　　　（ｕ，ｖ）ｓ＝（Ａ
ｓ
４ｕ，Ａ

ｓ
４ｖ）， ｕ２Ｇｓ ＝ Ａ

ｓ
４ｕ２，

当ｓ＝０时，记Ｈ＝Ｌ２（Ω）；当ｓ＝２时，记Ｇ２ ＝Ｈ
２（Ω）∩Ｈ１０（Ω），且其相应的内积和范数分别为：

　　　　　　　　　　（ｕ，ｖ）Ｈ＝（ｕ，ｖ）， ｕ２Ｈ ＝ ｕ２，　　　

　　　　　　　　　　（ｕ，ｖ）２ ＝（Ａ
１
２ｕ，Ａ

１
２ｖ）， ｕ２Ｇ２ ＝ Ａ

１
２ｕ２ ＝ Δｕ２．

用 Ａｕ表示Ｄ（Ａ）的范数，其中Ａ＝Δ２．显然：
Ｇ４Ｇ２ＨＧ－２，

其中Ｇ－２为Ｇ２的共轭空间．
下面定义Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，并赋予范数：

Ｘ＝Ｇ２×Ｈ， ｚＸ ＝ （ｕ，ｕｔ）Ｘ ＝（Δｕ
２＋ ｕｔ

２）
１
２．

下文中出现的λ１为 －Δ的第１特征值，Ｃｉ为不同正常数，Ｃｉ（·，·）为依赖括号内的不同正常数．为得
到问题（１）～（３）的长时间动力学行为，接下来给出相关理论．

引理１［２０－２１］　若在Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ中定义的一个连续半群｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０满足下列条件：
１）存在一个有界吸收集ＢＸ，使得对任意有界集Ｂ０Ｘ，ｄｉｓｔ（Ｓ（ｔ）Ｂ０，Ｂ）→０（ｔ→＋∞）；
２）Ｓ（ｔ）可分解为Ｓ（ｔ）＝Ｐ（ｔ）＋Ｕ（ｔ），其中Ｐ（ｔ）是Ｘ→Ｘ的一个连续映射，且对每个有界集Ｂ０Ｘ，

使得：

ｓｕｐ
θ∈Ｂ０

Ｐ（ｔ）θＸ→０，ｔ→∞，

其中Ｕ（ｔ）对充分大的ｔ是一致紧的，即对每个有界集Ｂ０Ｘ，存在Ｔ０＝Ｔ０（Ｂ０），使得∪ｔ＞Ｔ０
Ｓ（ｔ）Ｂ０在Ｘ中是

相对紧的．
则连续半群｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０存在整体吸引子．
引理２［２０］　设半群Ｓ（ｔ）在整体吸引子Ａ上是Ｆｒｅｃｈｅｔ可微的，且存在时间ｔ０，使得对所有的ｔ＞ｔ０是

紧的，若ｑｍ ＜０，则整体吸引子Ａ的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数和分形维数是有限的，其中，

ｑｍ（ｔ）＝ｓｕｐ
ψ∈ＲεＡ

ｓｕｐ
ω∈Ｘ
ω Ｘ≤１

ｊ＝１，２，…，ｍ

１
ｔ∫

ｔ

０
Ｔｒａｃｅ（Ｆ′（ψ（τ））Ｑｍ（τ））ｄ( )τ，ｑｍ＝ｌｉｍｔ→∞ｑｍ（ｔ）．

２　整体吸引子的存在性

定理１　假定（Ｈ１）：　ｆ∈Ｃ′（Ｒ），且
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　　　　　　　　　 ｌｉｍ
｜ｓ｜→∞
ｉｎｆｆ（ｓ）ｓ ≥－λ１，Ｆ（ｓ）＝∫

ｓ

０
ｆ（ｒ）ｄｒ，ｓ∈Ｒ， （４）

　　　　　　　　　 ｆ′（ｓ）≤ｃ０（１＋ ｓｐ），ｓ∈Ｒ，ｐ≥１．　　　　 （５）
　　　　　　（Ｈ２）：　ｇ（ｓ）≤ｃ１（１＋ ｓｑ），ｓ∈Ｒ，ｑ≥１，　　　　　　 （６）

问题（１）～（３）存在唯一整体解ｕ∈Ｌ∞（０，＋∞；Ｇ２），ｕｔ∈Ｌ∞（０，＋∞；Ｈ）．
注：由假设（Ｈ１）（４）可知，存在两个正常数Ｃ１，Ｃ２及η＞０，使得：

ｆ（ｓ）ｓ＋ηｓ２＋Ｃ１≥０，Ｆ（ｓ）＋ηｓ
２＋Ｃ２≥０． （７）

证明　方程（１）与ｕｔ作Ｈ内积得到：

　　　　　 １
２
ｄ
ｄｔＥ１（ｔ）＋（ｇ（ｓｉｎｕ），ｕｔ）＋

３
４ ｕｔ

２≤ １λ１
ｈ２， 　　　　　　 （８）

其中　　　　　 （ｇ（ｓｉｎｕ），ｕｔ）≤ ｇ（ｓｉｎｕ）ｕｔ≤
１
λ１
ｇ（ｓｉｎｕ）２＋１４ ｕｔ

２，　　 （９）

而　　　　　　 ｇ（ｓｉｎｕ）２＝∫
Ω
ｇ２（ｓｉｎｕ）ｄｘ≤∫

Ω
ｃ１（１＋ ｓｉｎｕｑ）２ｄｘ≤２ｃ１ Ω ，

Ｅ１（ｔ）＝ ｕｔ
２＋ Δｕ２＋ｋ２ ｕ＋ ２＋２∫

Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ

　　　　≥κ１ ｕｔ
２＋ Δｕ２＋ｋ２ ｕ＋( )２ －２Ｃ２ Ω ．

结合（８）式和（９）式，得：
ｄ
ｄｔＥ１（ｔ）＋ ｕｔ

２≤ ２λ１
ｈ２＋４ｃ１ Ω ． （１０）

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，得：

ｕｔ
２＋ Δｕ２＋ｋ２ ｕ＋ ２＋∫

ｔ

０
ｕ（ｓ）２ｄｓ≤Ｃ（Ｔ），ｔ∈［０，Ｔ］． （１１）

令ｖ＝ｕｔ＋εｕ，则方程（１）可写为：
ｖｔ－εｖ＋ε

２ｕ－Δｖ＋εΔｕ＋Δ２ｕ＋ｋ２ｕ＋＋ｇ（ｓｉｎｕ）＋ｆ（ｕ）＝ｈ（ｘ）， （１２）
方程（１２）与ｖ作Ｈ内积得到：

１
２
ｄ
ｄｔＨ１（ｔ）＋ ｖ

２－εｖ２＋ε３ ｕ２－ε２ ｕ２＋εΔｕ２＋εｋ２ ｕ＋ ２＋ε（ｆ（ｕ），ｕ）

＝（ｈ，ｖ）－（ｇ（ｓｉｎｕ），ｖ），　　　　　　　　　　　　　　 （１３）

其中　　　　　Ｈ１（ｔ）＝ ｖ２＋ε２ ｕ２＋ Δｕ２－εｕ２＋ｋ２ ｕ＋ ２＋２∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ

≥Ｃ３（ｖ２＋ ｕ２＋ Δｕ２＋ｋ
２ ｕ＋ ２）－２Ｃ２ Ω ． （１４）

由假设条件得：

　　　　　　 （ｇ（ｓｉｎｕ），ｖ）≤ ｇ（ｓｉｎｕ） ｖ≤
１
λ１
ｇ（ｓｉｎｕ）２＋１４ ｖ

２，　　　 （１５）

（ｈ，ｖ）≤ １λ１
ｈ２＋

１
４ ｖ

２． （１６）

将（１５）～（１６）式代入（１３）式得：
ｄ
ｄｔＨ１（ｔ）＋Ｋ１（ｔ）≤

２
λ１
ｈ２＋４ｃ１ Ω ， （１７）

其中　 Ｋ１ ＝ ｖ２－２εｖ２＋２ε３ ｕ２－２ε２ ｕ２＋２εΔｕ２＋２εｋ２ ｕ＋ ２＋２ε（ｆ（ｕ），ｕ）

≥Ｃ３（ｖ２＋ ｕ２＋ Δｕ２＋ｋ２ ｕ＋ ２）－２εＣ１ Ω ，　　　　　　　　　　　 （１８）

即
ｄ
ｄｔＨ１（ｔ）＋Ｋ１（ｔ）－

２
λ１
ｈ２－４ｃ１ Ω ≤０，　　　　　 （１９）

因此 Ｈ１（ｔ）≤－∫
ｔ

０
Ｋ１（ｔ）－

２
λ１
ｈ２－４ｃ１( )Ω ｄτ＋Ｈ１（０）， （２０）
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所以，对Ｒ１ ＞０，存在ｔ１，使得：

ｖ（ｔ１）
２＋ ｕ（ｔ１）

２＋ Δｕ（ｔ１）
２＋ｋ２ ｕ＋（ｔ１）

２≤Ｒ１，

由此，可以得到Ｇ２×Ｈ的有界吸收集．
若ｕ是方程（１）～（３）的解，令Ｂ１ ＝∪ｔ≥０Ｓ（ｔ）Ｂ２，其中，

Ｂ２ ＝ （ｕ０，ｕ１）∈Ｇ２×Ｈ ｕ１＋εｕ０
２＋ ｕ０

２＋ Δｕ０
２＋ｋ２ ｕ＋０

２≤Ｒ{ }１ ，

则Ｂ１是在Ｇ２×Ｈ中的有界吸收集．
设－Δｗｊ＝λｊｗｊ，其中λｊ是特征值，｛ｗｊ｝是对应特征值λｊ的特征元．由特征值理论知｛ｗｊ｝构成Ｈ中的

标准正交基，是Ｇ２中的正交基．设ｕ
ｎ（ｔ）＝∑

ｎ

ｊ＝１
Ｔｊｎｗｊ是方程（１）的近似解，则ｕ

ｎ（ｔ）满足常微分方程组

（ｕｎｔｔ，ｗｊ）＋（－Δｕ
ｎ
ｔ，ｗｊ）＋（Δ

２ｕｎ，ｗｊ）＋（ｋ
２ｕ＋ｎ，ｗｊ）＋（ｇ（ｓｉｎｕ

ｎ），ｗｊ）＋（ｆ（ｕ
ｎ），ｗｊ）＝（ｈ，ｗｊ），

ｕｎ（０）＝ｕ０ｎ，ｕ
ｎ
ｔ（０）＝ｕ１ｎ

{ ．
（２１）

其中ｊ＝１，２，…，ｎ，当ｎ→∞时，在Ｇ２×Ｈ中，（ｕ０ｎ，ｕ１ｎ）→（ｕ０，ｕ１）．
即有，ｕｎｔ→ｕｔ在Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ）弱收敛，ｕ

ｎ→ｕ在Ｌ∞（０，Ｔ；Ｇ１）弱收敛，ｕ
ｎ
ｔ→ｕｔ在Ｌ

２（０，Ｔ；Ｇ１）
弱收敛．

对（２１）在（０，ｔ）上积分，则有：

（ｕｎｔ，ｗｊ）＋∫
ｔ

０
（－Δｕｎｔ，ｗｊ）ｄτ＋∫

ｔ

０
（Δ２ｕｎ，ｗｊ）ｄτ＋∫

ｔ

０
（ｋ２ｕ＋ｎ，ｗｊ）ｄτ＋（ｇ（ｓｉｎｕ

ｎ），ｗｊ）＋∫
ｔ

０
（ｆ（ｕｎ），ｗｊ）ｄτ

＝∫
ｔ

０
（ｈ，ｗｊ）ｄτ＋（ｕ１ｎ，ｗｊ）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （２２）

令ｎ→∞，则（ｕｎｔ，ｗｊ）→（ｕｔ，ｗｊ），

∫
ｔ

０
（－Δｕｎｔ，ｗｊ）ｄτ＝∫

ｔ

０
（ｕｎｔ，ｗｊ）ｄτ→∫

ｔ

０
（ｕｔ，ｗｊ）ｄτ＝∫

ｔ

０
（－Δｕｔ，ｗｊ）ｄτ，

∫
ｔ

０
（Δ２ｕｎ，ｗｊ）ｄτ ＝∫

ｔ

０
（Δｕｎ，Δｗｊ）ｄτ→∫

ｔ

０
（Δｕ，Δｗｊ）ｄτ＝∫

ｔ

０
（Δ２ｕ，ｗｊ）ｄτ，　　

∫
ｔ

０
（ｋ２ｕ＋ｎ，ｗｊ）ｄτ→∫

ｔ

０
（ｋ２ｕ＋，ｗｊ）ｄτ，

ｇ（ｓｉｎｕｎ）－ｇ（ｓｉｎｕ）≤３ｃ１ ｕｎ－ｕ，

∫
ｔ

０
（ｇ（ｓｉｎｕｎ）－ｇ（ｓｉｎｕ），ｗｊ）ｄτ≤３ｃ１∫

ｔ

０
ｕｎ－ｕ ｗｊｄτ≤３ｃ１∫

ｔ

０
ｕｎ－ｕｄτ→０，

∫
ｔ

０
（ｆ（ｕｎ）－ｆ（ｕ），ｗｊ）ｄτ≤ｃ０∫

ｔ

０
ｕｎ－ｕ ｗｊｄτ＋ｃ０∫

ｔ

０
ｕｎ＋θ（ｕｎ－ｕ）ｐ－１

Ｖ１ ｕ
ｎ－ｕＶ１ ｗｊｄτ→０，

即有：

　　（ｕｔ，ｗｊ）＋∫
ｔ

０
（－Δｕｔ，ｗｊ）ｄτ＋∫

ｔ

０
（Δ２ｕ，ｗｊ）ｄτ＋∫

ｔ

０
（ｋ２ｕ＋，ｗｊ）ｄτ＋（ｇ（ｓｉｎｕ），ｗｊ）＋∫

ｔ

０
（ｆ（ｕ），ｗｊ）ｄτ

　　　　 　 ＝∫
ｔ

０
（ｈ，ｗｊ）ｄτ＋（ｕ１ｎ，ｗｊ），

两边对ｔ求导，再由ｗｊ在Ｇ２中的稠密性知：
　　　　　　　ｕｔｔ－Δｕｔ＋Δ

２ｕ＋ｋ２ｕ＋＋ｇ（ｓｉｎｕ）＋ｆ（ｕ）＝ｈ（ｘ），
即　　　　　　　 ｕ∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｇ２），ｕｔ∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ）∩ｕ∈Ｌ

２（０，Ｔ；Ｇ１）．
接下来，证明解的唯一性．
令ｕ（ｔ），ｖ（ｔ）是方程（１）～（３）对应于初值（ｕ０，ｕ１），（ｖ０，ｖ１）的两个解，则ｗ（ｔ）＝ｕ（ｔ）－ｖ（ｔ）满足：

ｗｔｔ－Δｗｔ＋Δ
２ｗ＋ｇ（ｓｉｎｕ）－ｇ（ｓｉｎｖ）＋ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）＋ｋ２（ｕ＋－ｖ＋）＝０， （２３）

（２３）式与ｗｔ作Ｈ内积得：
１
２
ｄ
ｄｔ（ｗｔ

２＋ Δｗ２）＋ ｗｔ
２ ＝（φ（ｕ，ｖ），ｗｔ）
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＝（ｋ２（ｖ＋－ｕ＋）＋ｇ（ｓｉｎｖ）－ｇ（ｓｉｎｕ）＋ｆ（ｖ）－ｆ（ｕ），ｗｔ）． （２４）
根据假设条件、Ｈｏｌｄｅｒ不等式、Ｙｏｕｎｇ不等式和Ｐｏｉｎｃａｒｅ不等式，得：

ｋ２（ｖ＋－ｕ＋，ｗｔ）≤ｋ
２ ｖ＋－ｕ＋ ｗｔ≤ｋ

２Ｌｖ－ｕ ｗｔ≤
ｋ４Ｌ２

４λ２１
Δｗ２＋ ｗｔ

２，　 （２５）

　　　　 ｇ（ｓｉｎｖ）－ｇ（ｓｉｎｕ）≤６ｃ１ ｃｏｓ
ｖ＋ｕ
２ ｓｉｎｖ－ｕ２

≤３ｃ１ ｖ－ｕ，

（ｇ（ｓｉｎｖ）－ｇ（ｓｉｎｕ），ｗｔ）≤Ｃ１（Ｒ１）（Δｗ２＋ ｗｔ
２）， （２６）

　　　　 （ｆ（ｖ）－ｆ（ｕ），ｗｔ）≤Ｃ２（Ｒ１）（Δｗ
２＋ ｗｔ

２）． （２７）

将（２５）～（２７）式代入（２４）式，得：
ｄ
ｄｔ（ ｗｔ

２２＋ Δｗ ２）＋２ｗｔ
２≤Ｃ４（ ｗｔ

２＋ Δｗ ２）． （２８）

运用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式可得解的唯一性，则解的唯一性证明完毕．此外，由定理１，则Ｂ１是半群｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０在Ｘ
中的有界吸收集，从而有下列定理．

定理２　在定理１假设条件下，则球Ｂ１＝ＢＸ（０，Ｒ１）是问题（１）～（３）生成的解半群｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０在Ｘ中
的有界吸收集，即对Ｘ中任意有界集Ｂ，存在ｔ１ ＝ｔ１（Ｂ），使得当ｔ≥ｔ１（Ｂ）时，有Ｓ（ｔ）ＢＢ１．

注：在定理１假设条件下，对任意 Ｒ＞０和初值 ｚ０ ＝（ｕ０，ｕ１），存在 ｔ１ ＝ｔ１（Ｒ），当 ｚ０≤ Ｒ时，

Ｓ（ｔ）ｚ０ Ｘ≤Ｒ１，ｔ≥ｔ１成立．

接下来，为得到整体吸引子，将解半群进行分解，具体如下：

设ｕ＝ｖ＋ｚ，其中：
　　　　　　ｚｔｔ－Δｚｔ＋Δ

２ｚ＝０，ｚ（０）＝ｕ０，ｚｔ（０）＝ｕ１； （２９）

　　　　　　ｖｔｔ－Δｖｔ＋Δ
２ｖ＝ｈ－ｆ（ｕ）－ｇ（ｓｉｎｕ）－ｋ２ｕ＋：＝φ，ｖ（０）＝０，ｖｔ（０）＝０． （３０）

引理３　如果 （ｕ０，ｕ１）∈Ｂ，（ｚ，ｚｔ）是（２９）式的解，则

ｚｔ
２＋ Δｚ２≤Ｒ（ｔ），ｔ≥０，

且 Ｒ（ｔ）→０，当ｔ→＋∞．　　
证明　（２９）式分别与ｚｔ，εｚ作Ｈ－内积，得：

ｄ
ｄｔ（ｚｔ

２＋ Δｚ２＋ε（ｚｔ，ｚ）＋
ε
２ ｚ

２）＋εΔｚ２－εｚｔ
２＋２ｚｔ

２ ＝０． （３１）

由定理１假设条件，则存在正常数κ，ρ，使得：

　　Ｈ２（ｔ）＝ ｚｔ
２＋ Δｚ２＋ε（ｚｔ，ｚ）＋

ε
２ ｚ

２≤ １ρ
（ｚｔ

２＋ Δｚ２）， （３２）

　　 ｚｔ
２＋ Δｚ２＋ε（ｚｔ，ｚ）＋

ε
２ ｚ

２≥ １２ ｚｔ
２＋ Δｚ２＋（

ε
２－

ε２
２λ１
）ｚ２， （３３）

εΔｚ２－εｚｔ
２＋ ｚｔ

２≥（λ１－ε）ｚｔ
２＋ Δｚ２≥κρＨ２（ｔ）， （３４）

因此
ｄ
ｄｔＨ２（ｔ）＋κρＨ２（ｔ）＋ ｚｔ

２≤０． （３５）

通过Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式得到：

ｚｔ
２＋ Δｚ２≤２Ｈ２（０）ｅ

－κρｔ． （３６）

引理３结论证明完毕．
引理４　如果（ｕ０，ｕ１）∈Ｂ，（ｖ，ｖｔ）为（３０）式的解，则存在紧集Ｎ（Ｔ）Ｘ且（ｖ，ｖｔ）∈Ｎ（Ｔ）．

证明　对（３０）式两边同时乘以算子Ａ１／４，得到：
ξｔｔ－Δξｔ＋Δ

２ξ＝Ａ１／４φ，ξ（０）＝０，ξｔ（０）＝０， （３７）

其中ξ＝Ａ１／４ｖ．令η＝ξｔ＋εξ，则

ηｔ－εη＋ε
２ξ－Δη＋εΔξ＋Δ２ξ＝Ａ１／４φ， （３８）
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（３８）式中的方程与η作Ｈ－内积，得到：
ｄ
ｄｔ（η

２＋ε２ ξ２－εξ２＋ Δξ２）＋ η２－２εη２＋２ε３ ξ２－２ε２ ξ２＋２εΔξ２≤ φ２，（３９）

由定理１假设条件，得：

η２＋ε２ ξ２－εξ２＋ Δξ２≥ η２＋ε２ ξ２＋ １－ελ( )
１
Δξ２≥ η２＋ε２ ξ２＋

１
２ Δξ

２， （４０）

η２－２εη２＋２ε３ ξ２－２ε２ ξ２＋２εΔξ２≥ε（η２＋ε２ ξ２－εξ２＋ Δξ２）， （４１）

φ２ ＝ ｈ－ｆ（ｕ）－ｇ（ｓｉｎｕ）－ｋ２ｕ＋ ２≤ ｈ２＋ ｆ（ｕ）２＋ ｇ（ｓｉｎｕ）２＋ ｋ２ｕ＋ ２≤Ｃ４（Ｒ１），（４２）

结合（４０）～（４２）式，得：
ｄ
ｄｔ（η

２＋ε２ ξ２－εξ２＋ Δξ２）＋ε（η２＋ε２ ξ２－εξ２＋ Δξ２）≤Ｃ４（Ｒ１）， （４３）

则 Ｈ３（ｔ）≤Ｈ３（０）ｅ
－εｔ＋

Ｃ４（Ｒ１）
ε
， （４４）

其中Ｈ３（ｔ）＝ η２＋ε２ ξ２－εξ２＋ Δξ．由Ｈ３（０）＝０，随后得到：

（ｖ，ｖｔ）
２
Ｇ３×Ｇ１

≤Ｃ６，ｔ＞０． （４５）

根据Ｇ３×Ｇ１→Ｘ是紧嵌入的，则得到Ｇ３×Ｇ１的有界集是Ｘ的紧集．引理４结论证明完毕．
定理３　在定理１的假设条件下，由问题（１）～（３）生成的连续解半群｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０在Ｘ中存在紧的整体吸引子．
证明　定义Ｐ（ｔ）（ｕ０，ｕ１）＝（ｚ（ｔ），ｚｔ（ｔ）），Ｕ（ｔ）（ｕ０，ｕ１）＝（ｖ（ｔ），ｖｔ（ｔ））．
显然，Ｓ（ｔ）＝Ｐ（ｔ）＋Ｕ（ｔ）．引理３表明任意的（ｕ０，ｕ１）∈ＢＸ，算子Ｐ（ｔ）：Ｘ→Ｘ是连续的，并且满

足引理１的２）．同时，引理４表明Ｕ（ｔ）是一致紧的．再由定理２，存在有界吸收集，所以｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０在Ｘ中
具有紧的整体吸引子．定理３证毕．

３　整体吸引子的维数估计

定理４　在定理１假设条件下，问题（１）～（３）生成的整体吸引子Ａ的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数、分形维数有限．
证明　问题（１）～（３）形式上的线性化方程为：

Ｕｔｔ－ΔＵｔ＋Δ
２Ｕ＋ｋ２Ｕｔ＋ｇ′（ｓｉｎｕ）ｃｏｓｕ·Ｕ＋ｆ′（ｕ）Ｕ＝０，Ｕ（０）＝ξ，Ｕｔ（０）＝ζ． （４６）

第１步　证明变分方程解的存在性，方法类似于证明整体解的存在性，并结合定理１可知存在唯一解
Ｕ，且（Ｕ，Ｕｔ）∈Ｌ∞（Ｒ

＋，Ｇ２×Ｈ）．
第２步　证明Ｓ（ｔ）在Ａ上是一致可微的．
定义Ｌ（ｔ，φ０）：Ｇ２×Ｈ→Ｇ２×Ｈ，Ｌ（ｔ，φ０）（ξ，ζ）＝（Ｕ，Ｕｔ），φ０∈Ａ，则

Ｌ（ｔ，φ０）＝ＤＳ（ｔ）φ０，
证明Ｓ（ｔ）在Ｘ＝Ｇ２×Ｈ上的有界集上是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续．

令φ０ ＝（ｕ０，ｕ１），φ
～
０ ＝（ｕ０＋ξ，ｕ１＋ζ）＝φ０＋（ξ，ζ），且 φ０ Ｘ≤Ｒ， φ

～
０ Ｘ≤Ｒ，

有 Ｓ（ｔ）φ０ ＝φ（ｔ）＝（ｕ（ｔ），ｕｔ（ｔ）），Ｓ（ｔ）φ
～
０ ＝φ

～
（ｔ）＝（ｕ～（ｔ），ｕ～ｔ（ｔ））．

由上文整体吸引子的结果，原方程在相空间Ｘ＝Ｇ２×Ｈ上有有界吸收集，即 φ０ Ｘ≤Ｒ， φ
～
０ Ｘ≤Ｒ时，

Ｓ（ｔ）φ０ ≤Ｃ（Ｒ）， Ｓ（ｔ）φ
～
０ ≤Ｃ（Ｒ）．

令φ＝ｕ～－ｕ，则φ满足：
φｔｔ－Δφｔ＋Δ

２φ＋ｋ２（ｕ～＋－ｕ＋）＋ｇ（ｓｉｎｕ～）－ｇ（ｓｉｎｕ）＋ｆ（ｕ～）－ｆ（ｕ）＝０，
φ（０）＝ξ，φｔ（０）＝ζ， （４７）

在（４７）两端用φｔ作Ｈ内积，得：
１
２
ｄ
ｄｔ（φｔ

２＋ Δφ２）＋ φｔ
２ ＝－（ｋ２（ｕ～＋－ｕ＋）＋ｇ（ｓｉｎｕ～）－ｇ（ｓｉｎｕ）＋ｆ（ｕ～）－ｆ（ｕ），φｔ），（４８）
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（ｆ（ｕ～）－ｆ（ｕ），φｔ）≤∫
Ω
ｆ′（ｕ～＋θ（ｕ～－ｕ））· φ· φｔｄｘ≤Ｃ（Ｒ）（φｔ

２＋ Δφ２）， （４９）

（ｇ（ｓｉｎｕ～）－ｇ（ｓｉｎｕ），φｔ）≤Ｃ（Ｒ）（φｔ
２＋ Δφ２）， （５０）

（ｋ２（ｕ～＋－ｕ＋），φｔ）≤Ｃ（Ｒ）（φｔ
２＋ Δφ２）． （５１）

将（４９）～（５１）式代入（４８）式，则有：
ｄ
ｄｔ（φｔ

２＋ Δφ２）＋ φｔ
２≤Ｃ（Ｒ）（φｔ

２＋Δφ２）． （５２）

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，得到：

φｔ
２＋ Δφ２≤Ｃ（Ｒ，Ｔ）（φ１

２＋ Δφ０
２）＝Ｃ（Ｒ，Ｔ）（ζ２＋ Δξ２），

即 Ｓ（ｔ）φ～０－Ｓ（ｔ）φ０
２
Ｘ≤Ｃ（Ｒ，Ｔ）φ

～
０－φ０

２
Ｘ．

令＝φ－Ｕ，则满足：
ｔｔ－Δｔ＋Δ

２＋ｇ′（ｓｉｎｕ）ｃｏｓｕ·＋ｆ′（ｕ）＝Ｆ， （５３）

其中，Ｆ＝ｇ（ｓｉｎｕ）－ｇ（ｓｉｎｕ～）－ｇ′（ｓｉｎｕ）ｃｏｓｕ·（ｕ－ｕ～）＋ｆ（ｕ）－ｆ（ｕ～）－ｆ′（ｕ）（ｕ－ｕ～）－ｋ２（ｕ～＋－ｕ＋）－ｋ２Ｕ＋．
对（５３）两端用ｔ作Ｈ内积，则有：

１
２
ｄ
ｄｔ（ｔ

２＋ Δ２）＋ ２ｔ ＋（ｇ′（ｓｉｎｕ）ｃｏｓｕ·，ｔ）＋（ｆ′（ｕ），ｔ）＝（Ｆ，ｔ）， （５４）

　　　　　　　　　　　 （ｇ′（ｓｉｎｕ）ｃｏｓｕ·，ｔ）≤Ｃ（Ｒ）（ｔ
２＋ Δ２），

　　　　　　　　　　　 （ｆ′（ｕ），ｔ）≤Ｃ（Ｒ）（ｔ
２＋ Δ２），

记　ｈ１ ＝ｆ（ｕ）－ｆ（ｕ
～
）－ｆ′（ｕ）（ｕ－ｕ～）≤∫

１

０
（１＋ ｓｕ＋（１－ｓ）ｕ～ ｐ－１＋ ｕｐ－１）ｄｓ（ｕ－ｕ～）２，

　 　ｈ２ ＝ｇ（ｓｉｎｕ）－ｇ（ｓｉｎｕ
～
）－ｇ′（ｓｉｎｕ）ｃｏｓｕ·（ｕ－ｕ～）≤Ｃｕ－ｕ～ ２．

由于 （Ｆ，ｔ）≤ ｈ１，( )
ｔ ＋ ｈ２，( )

ｔ ＋ ｋ２ ｕ＋－ｕ～＋－Ｕ( )＋ ，( )ｔ ，

则有 （ｈ１，ｔ）≤ ｈ１ ｔ≤
１
８ ｔ

２＋Ｃ（Ｒ）Δ（ｕ－ｕ～）４， （５５）

（ｈ２，ｔ）≤ ｈ２ ｔ≤
１
８ ｔ

２＋Ｃ（Ｒ）Δ（ｕ－ｕ～）４， （５６）

（ｋ２（ｕ～＋－ｕ＋－Ｕ＋），ｔ）≤ｋ
２ ｕ～＋－ｕ＋－Ｕ＋ ｔ≤Ｃ ｔ≤Ｃ（Ｒ）（ｔ

２＋ Δ２）． （５７）

将（５５）～（５７）式代入（５４）式，则有：
ｄ
ｄｔ（ｔ

２＋ Δ２）＋ ｔ
２≤Ｃ（Ｒ）［ｔ

２＋ Δ２＋ Δ（ｕ～－ｕ）４］． （５８）

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式知：

ｔ
２＋ Δ２≤Ｃ（Ｒ，Ｔ）（ξ２＋ Δζ２）２，　　　

即有
φ～（ｔ）－φ（ｔ）－Ｕ（ｔ）２

Ｘ

（ξ，ζ）２
Ｘ

≤Ｃ（Ｒ，Ｔ）（ξ２＋ Δζ２），

所以，对任一ｔ，当 ξ，( )ζ→０时，有：

φ～（ｔ）－φ（ｔ）－Ｕ（ｔ）２
Ｘ

（ξ，ζ）２
Ｘ

→０，

即得到Ｓ（ｔ）在Ａ上是Ｆｒｅｃｈｅｔ可微的．
第３步　整体吸引子Ａ的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数、分形维数有限．
首先把方程（１）～（３）写成在空间Ｘ上的一阶抽象发展方程．令ψ＝（ｕ，ｕｔ＋εｕ）

Ｔ，则ψ满足

ψｔ＋Λεψ＋Ｇ（ψ）＝０，ψ（０）＝（ｕ０，ｕ１＋εｕ０）
Ｔ， （５９）

其中 Ｇ（ψ）＝（０，ｈ（ｘ）－ｋ２ｕ＋－ｇ（ｓｉｎｕ）－ｆ（ｕ））Ｔ，

Λε ＝
εＩ －Ｉ

Δ２－εΔ－ε２Ｉ －Δ－ε( )Ｉ，
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其中Ｉ为恒等算子．
记｛Ｓε（ｔ）｝为由（５９）式生成的群，则对φ０＝（ｕ０，ｕ１）

Ｔ∈Ｘ，Ｓε（ｔ）φ０＝ＲεＳ（ｔ）Ｒ－εφ０，其中Ｒε是Ｘ中
的一个同构Ｒε：（ｕ，ｕｔ）→（ｕ，ｕｔ＋εｕ）．

所以，记Ａ为｛Ｓ（ｔ）｝的整体吸引子，则ＲεＡ为｛Ｓε（ｔ）｝的整体吸引子，且它们有相同的维数．现估计
ＲεＡ的维数．而（５９）式的一阶变分方程为：

Ψｔ＝－ΛεΨ－Ｇ′（ψ）Ψ≡Ｆ′（ψ）Ψ， （６０）
其中，Ψ ＝（Ｕ，Ｕｔ＋εＵ）

Ｔ，Ｇ′（ψ）Ψ ＝（０，－ｋ２Ｕ＋－ｇ′（ｓｉｎｕ）ｃｏｓｕ·Ｕ－ｆ′（ｕ）Ｕ）Ｔ，初始条件为：

Ψ（０）＝ω＝（ξ，ξｔ＋εξ）
Ｔ∈Ｘ． （６１）

设Ψ１（τ），Ψ２（τ），…，Ψｍ（τ）为（６０）～（６１）式分别对应于初值ω１（τ），ω２（τ），…，ωｍ（τ），ωｉ∈Ｘ
的解，并记Φｊ（τ）＝（ξｊ，ζｊ）

Ｔ，ｊ＝１，２，…，ｍ为空间Ｑｍ（τ）Ｅ０＝ｓｐａｎ｛Φ１（τ），Φ２（τ），…，Φｍ（τ）｝的一
组标准正交基，则：

　　　　　　　　Ｔｒａｃｅ（Ｆ′（ψ（τ））Ｑｍ（τ））＝∑
ｍ

ｊ＝１
（Ｆ′（ψ（τ））Φｊ（τ），Φｊ（τ））Ｘ，

由于（Ｆ′（ψ（τ））Φｊ（τ），Φｊ（τ））Ｘ ＝－（ΛεΦｊ（τ），Φｊ（τ））Ｘ ＋（ｋ
２ξ＋ｊ ＋ｇ′（ｓｉｎｕ）ｃｏｓｕ·ξｊ＋ｆ′（ｕ）ξｊ，ζｊ），

而（ΛεΦｊ（τ），Φｊ（τ））Ｘ ＝εΔξｊ
２＋ ζｊ

２－εζｊ
２－ε（Δξｊ，ζｊ）－ε

２（ξｊ，ζｊ）≥α１（Δξｊ
２＋ ζｊ

２）．

根据引理３，存在Ｍ ＞０，α≥０，使得：

Ｐ（ｔ）φＸ≤Ｍｅ
－αｔ，φ∈Ａ，ｔ≥０． （６２）

根据引理４，存在常数ｃ＞０，使得：
Ｕｔ，( )φＧ２＋δ×Ｇδ

≤ｃ，φ∈Ａ，ｔ≥０，０＜δ＜＜１， （６３）

　　　　　　 　　　　　 ｆ′（ｕ）ξｊ
２≤Ｃ（ｅ－αｔ＋１）ξｊ

２， （６４）

因此，根据（６２）～（６４）式，得到：

ｋ２ξ＋ｊ ＋ｇ′（ｓｉｎｕ）ｃｏｓｕ·ξｊ＋ｆ′（ｕ）ξｊ
２≤Ｃ（ｅ－αｔ＋１）ξｊ

２．

综合上述，得到：

　　　（Ｆ′（ψ（τ））Φｊ（τ），Φｊ（τ））Ｘ≤－
α１
２（Δξｊ

２＋ ζｊ
２）＋Ｃ

２

２α１
（ｅ－αｔ＋１）ξｊ

２．

由于 Δξｊ
２＋ ζｊ

２ ＝１，所以

∑
ｍ

ｊ＝１
（Ｆ′（ψ（τ））Φｊ（τ），Φｊ（τ））Ｘ≤－

ｍα１
２ ＋Ｃ

２

２α１
（ｅ－αｔ＋１）·∑

ｍ

ｊ＝１
ξｊ

２．

另外，有： ∑
ｍ

ｊ＝１
ξｊ

２≤∑
ｍ

ｊ＝１
λ－

１
２
ｊ ，

其中λｊ，ｊ＝１，２，…，ｍ为 －Δ的前个特征值，所以

Ｔｒａｃｅ（Ｆ′（ψ（τ））Ｑｍ（τ））≤－
ｍα１
２ ＋Ｃ

２

２α１
（ｅ－αｔ＋１）∑

ｍ

ｊ＝１
λ－

１
２
ｊ ，

有 ｑｍ（ｔ）＝ｓｕｐ
ψ∈ＲεＡ

ｓｕｐ
ω∈Ｘ
ωＸ≤１

ｊ＝１，２，…，ｍ

（
１
ｔ∫

ｔ

０
Ｔｒａｃｅ（Ｆ′（ψ（τ））Ｑｍ（τ））ｄτ）≤－

ｍα１
２ －Ｃ

２ｅ－αｔ
２α１αｔ∑

ｍ

ｊ＝１
λθ－１ｊ ，

即 ｑｍ ＝ｌｉｍｔ→∞ｑｍ（ｔ）≤－
ｍα１
２ －Ｃ

２

２α１∑
ｍ

ｊ＝１
λθ－１ｊ ． （６５）

由于λｊ→∞（ｊ→∞），所以当ｍ→∞时，
Ｃ２
２α１ｍ∑

ｍ

ｊ＝１
λθ－１ｊ →０．根据（６５）式，存在ｍ＞０，使得：

ｑｍ ＜０． （６６）
根据文献［２２］可得，ＲεＡ的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数（ｄｉｍＨ）和分形维数（ｄｉｍｆ）分别满足：

ｄｉｍＨ（ＲεＡ）≤ｍ，ｄｉｍｆ（ＲεＡ）≤２ｍ，
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这里的ｍ由（６６）决定，所以
ｄｉｍＨ（Ａ）≤ｍ，ｄｉｍｆ（Ａ）≤２ｍ，
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