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图的电阻距离和基尔霍夫指标综述
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摘要：图的基尔霍夫指标是指图中所有无序点对之间的电阻距离之和，其在物理、化学、生态学、网络

科学等方面都有广泛的应用．因此，通过查阅大量国内外文献，根据图类介绍图的基尔霍夫指标、加法

度－基尔霍夫指标和乘法度－基尔霍夫指标范围得到其极值图，并阐述基尔霍夫指标与图的（拟）拉普拉

斯能量的关系，同时探讨了计算一般图的基尔霍夫指标的局限性以及未来有待研究的问题．

关键词：电阻距离；基尔霍夫指标；度基尔霍夫指标；运算图

中图分类号：Ｏ１５７５　文献标识码：Ａ　文章编号：１６７４－５６３９（２０２１）０６－００５６－１８

ＤＯＩ：１０１４０９１／ｊｃｎｋｉｋｍｘｙｘｂ２０２１０６０１０

ＡＲｅｖｉｅｗｏｆＲｅｓｉｓｔａｎｃｅＤｉｓｔａｎｃｅｓｏｆＧｒａｐｈｓａｎｄＫｉｒｃｈｈｏｆｆＩｎｄｅｘ

ＧＥＣｈｕｎｙｕ１，ＬＩＵＪｉａｂａｏ２

（１．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＬａｎｚｈｏｕＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｌａｎｚｈｏｕ，Ｇａｎｓｕ，Ｃｈｉｎａ　７３００７０；

２．ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＰｈｙｓｉｃｓ，ＡｎｈｕｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ，Ｈｅｆｅｉ，Ａｎｈｕｉ，Ｃｈｉｎａ　２３０６０１）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆｉｎｄｅｘｏｆｇｒａｐｈｓｒｅｆｅｒｓｔｏｔｈｅｓｕｍｏｆｒｅｓｉｓｔａｎｃｅｄｉｓｔａｎｃｅｓｂｅｔｗｅｅｎａｌｌｄｉｓｏｒｄｅｒｅｄｐｏｉｎｔｐａｉｒｓｉｎｔｈｅｇｒａｐｈ，ｗｈｉｃｈｈａｓ
ａｗｉｄｅｒａｎｇｅｏｆａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｉｎｐｈｙｓｉｃｓ，ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ，ｅｃｏｌｏｇｙ，ｎｅｔｗｏｒｋｓｃｉｅｎｃｅａｎｄｏｔｈｅｒａｓｐｅｃｔｓ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｓｔｕｄｙｏｆ
ｅｘｔｅｎｓｉｖｅｄｏｍｅｓｔｉｃａｎｄｆｏｒｅｉｇｎｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ，ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｇｒａｐｈｃｌａｓｓ，Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆｉｎｄｅｘ，ａｄｄｉｔｉｖｅｄｅｇｒｅｅＫｉｒｃｈｈｏｆｆｉｎｄｅｘａｎｄ
ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｄｅｇｒｅｅＫｉｒｃｈｈｏｆｆｉｎｄｅｘｒａｎｇｅｏｆｇｒａｐｈ，ｔｈｅｉｒｅｘｔｒｅｍｅｖａｌｕｅｇｒａｐｈｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ．ＴｈｅｉｎｄｅｘｏｆＫｉｒｃｈｈｏｆｆｓｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｗｉｔｈ
ｔｈｅｆｉｇｕｒｅｏｆＬａｐｌａｃｅｅｎｅｒｇｙ（ｌｉｋｅ）ｉｓｓｔａｔｅｄ，ａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅｔｈｅｇｒａｐｈｓｇｅｎｅｒａｌｌｙｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｉｎｄｅｘｏｆＫｉｒｃｈｈｏｆｆｓｌｉｍｉｔａｔｉｏｎｓａｒｅ
ｓｔｕｄｉｅｄａｎｄｐｒｏｂｌｅｍｓｔｏｂｅｓｔｕｄｉｅｄｉｎｔｈｅｆｕｔｕｒｅ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅｄｉｓｔａｎｃｅｓ；Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆｉｎｄｅｘ；ｄｅｇｒｅｅＫｉｒｃｈｈｏｆｆｉｎｄｅｘ；ｏｐｅｒａｔｉｏｎｇｒａｐｈ

０　引言

设图Ｇ＝（Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ））为ｎ（ｎ≥２）个顶点ｍ条边的连通图，顶点度序列Δ＝ｄ１≥ｄ２≥…≥ｄｎ＝

δ＞０，其中ｄｉ＝ｄｖｉ图Ｇ的拉普拉斯矩阵Ｌ（Ｇ）＝Ｄ（Ｇ）－Ａ（Ｇ），其特征值μ１≥μ２≥…≥ μｎ－１ ＞μｎ ＝
０，其中Ｄ（Ｇ）和Ａ（Ｇ）分别是图Ｇ的对角矩阵和邻接矩阵．若图Ｇ中每个顶点的度相等，则称Ｇ是正则图；
若图Ｇ中所有顶点的度均为ｒ，则称Ｇ为ｒ正则图，记作Γｒ．

电阻距离是图上的一个距离函数，在图和弹簧网络的随机游动中起着重要的作用．１９９３年，Ｋｌｅｉｎ和
Ｒａｎｄｉｃ＇［１］首次提出图的电阻距离（Ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅｄｉｓｔａｎｃｅ），以及基尔霍夫指标（Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆｉｎｄｅｘ）的概念．连通
图Ｇ中任意两点ｉ，ｊ之间的电阻距离ｒｉｊ（Ｇ），是将图上的每条边都等同于一个单位电阻之后这两点间的有效
电阻，而有效电阻可根据欧姆定律和基尔霍夫定律计算得出



基尔霍夫指标，记作Ｋｆ（Ｇ），也被称为全有效电阻［２］或有效图电阻［３］．它定义为图Ｇ中所有顶点对的
电阻距离之和，即

Ｋｆ（Ｇ）＝∑
ｉ＜ｊ
ｒｉｊ（Ｇ）

图的基尔霍夫指标是一个与图的拉普拉斯特征值密切相关的图的拓扑不变量．１９９６年，Ｇｕｔｍａｎ等［４］

和Ｋｌｅｉｎ等［５］证明了连通图Ｇ的基尔霍夫指标也可以表示为：

Ｋｆ（Ｇ）＝∑
ｉ＜ｊ
ｒｉｊ（Ｇ）＝ｎ∑

ｎ－１

ｉ＝１

１
μｉ
，

其中μ１≥μ２≥…≥μｎ－１ ＞μｎ ＝０为图Ｇ的拉普拉斯矩阵的特征值
近几十年来，对更多图形的电阻距离和基尔霍夫指标的研究越来越多，如距离正则图、Ｆｕｌｌｅｒｅｎｅ图、

树图、加权图、轮图和扇形图、Ｃａｙｌｅｙ图等．特别地，杨玉军和Ｋｌｅｉｎ［６］在２０１３年给出了电阻距离的递推公
式以及该公式的应用

随着研究的深入，结合顶点的度，又进一步衍生出度 －基尔霍夫指标．２００７年，陈海燕和张福基［７］定

义了乘法度 －基尔霍夫指标：

Ｋｆ（Ｇ）＝∑
ｉ＜ｊ
ｄｉｄｊｒｉｊ（Ｇ），

其中ｄｉ（ｄｊ）表示第ｉ（ｊ）个顶点的度

２０１２年，Ｇｕｔｍａｎ等［８］定义了加法度 －基尔霍夫指标：

Ｋｆ＋（Ｇ）＝∑
ｉ＜ｊ
（ｄｉ＋ｄｊ）ｒｉｊ（Ｇ）

２０１１年，文献［９］定义了图Ｇ的超 －基尔霍夫指标：

ＫＫ（Ｇ）＝１２ ∑
｛ｕ，ｖ｝Ｖ（Ｇ）

（ｒ（ｕ，ｖ）＋ｒ２（ｕ，ｖ））

图Ｇ的线图记作ｌ（Ｇ），是指以图Ｇ的边集为顶点集，ｌ（Ｇ）的两个顶点相邻当且仅当对应的Ｇ的两条边
在Ｇ中相邻．图Ｇ的三角剖分记作Ｔ（Ｇ），是将Ｇ的每条边ｕｖ变换成一个三角形ｕｗｖ，其中ｗ是与ｕｖ相关
联的新顶点

下面给出图的一些运算的定义
定义１　设图Ｇ为ｎ（ｎ≥２）个顶点和ｍ条边的连通图，则Ｓ（Ｇ），Ｑ（Ｇ），Ｒ（Ｇ），ｔ（Ｇ）定义分别如下：
１）剖分图Ｓ（Ｇ）是将图Ｇ的每条边替换为一条长度为２的路所构成的图；
２）Ｑ图Ｑ（Ｇ）是通过在图Ｇ的每条边上引入一个新的顶点，然后通过Ｇ将相邻边上的新顶点对应连接

起来而形成的图；

３）Ｒ图Ｒ（Ｇ）是通过在图Ｇ的每条边上放置一个与之相关的新顶点，然后将每个新顶点连接到相应边
的末端顶点来构造的图；

４）全图ｔ（Ｇ）是顶点对应于图Ｇ的顶点集和边集并集，且ｔ（Ｇ）的两个顶点相邻，当且仅当对应的元素
在Ｇ中相邻或关联

定义２　设Ｇ１和Ｇ２是两个图且Ｖ（Ｇ１）＝｛ｕ１，ｕ２，…，ｕ｜Ｖ（Ｇ１）｜｝，Ｖ（Ｇ２）＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖ｜Ｖ（Ｇ２）｜｝，则
１）图Ｇ１和Ｇ２的联图Ｇ１＋Ｇ２：
　　　　 Ｖ（Ｇ１＋Ｇ２）＝Ｖ（Ｇ１）∪Ｖ（Ｇ２）；

Ｅ（Ｇ１＋Ｇ２）＝Ｅ（Ｇ１）∪Ｅ（Ｇ２）∪｛（ｕ１，ｕ２）｜ｕ１∈Ｖ（Ｇ１），ｕ２∈Ｖ（Ｇ２）｝
２）图Ｇ１和Ｇ２的冠图Ｇ１Ｇ２：取一个Ｇ１的拷贝和 Ｖ（Ｇ１）个Ｇ２的拷贝，然后将Ｇ１的第ｉ个顶点和第

ｉ个Ｇ２的拷贝的所有顶点都相连，ｉ＝１，２，…，Ｖ（Ｇ１）

１　一些运算图的电阻距离和基尔霍夫指标

图运算已经被广泛地应用于分析从现实世界中抽象出来的具有拓扑性质的复杂网络．其中字典积、笛
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卡尔积、联图、冠图和星图等，这些运算图的其他拓扑指标已有结果，这里给出一些运算图的电阻距离和

基尔霍夫指数
２０１２年，高兴等［１０］给出了正则图的线图ｌ（Ｇ）、剖分图Ｓ（Ｇ）和全图ｔ（Ｇ）的基尔霍夫指标的公式并刻

画了下界成立的极图
定理１１［１０］　设Ｇ是一个连通的ｄ正则图，具有ｎ（ｎ≥２）个顶点，则

Ｋｆ（ｌ（Ｇ））＝ｄ２Ｋｆ（Ｇ）＋
（ｄ－２）ｎ２
８ 

推论１１［１０］　设Ｇ是一个连通的ｄ正则图，具有ｎ（ｎ≥２）个顶点，则

Ｋｆ（ｌ（Ｇ））≥（ｎ
２－４）ｄ
８ ＋ｎ（ｎ－２）４ ，

等式成立当且仅当Ｇ＝Ｋｎ．

定理１２［１０］　设Ｇ是一个连通的ｄ正则图，具有ｎ（ｎ≥２）个顶点，则

Ｋｆ（Ｓ（Ｇ））＝（ｄ＋２）
２

２ Ｋｆ（Ｇ）＋（ｄ
２－４）ｎ２＋４ｎ

８ ．

推论１２［１０］　设Ｇ是一个连通的ｄ正则图，具有ｎ（ｎ≥２）个顶点，则

Ｋｆ（Ｓ（Ｇ））≥（ｄ＋２）
２ｎ（ｎ－１）
２ｄ ＋（ｄ

２－４）ｎ２＋４ｎ－４（ｄ＋２）２
８ ，

等式成立当且仅当Ｇ＝Ｋｎ

定理１３［１０］　设Ｇ是一个连通的ｄ正则图，具有ｎ（ｎ≥２）个顶点，则

Ｋｆ（ｔ（Ｇ））＝（ｄ＋２）
２

２（ｄ＋１）Ｋｆ（Ｇ）＋
ｎ（ｄ＋２）（ｄｎ＋２ｎ－４）

８（ｄ＋１） ＋ｎ２

推论１３［１０］　设Ｇ是一个连通的ｄ正则图，具有ｎ（ｎ≥２）个顶点，则

Ｋｆ（ｔ（Ｇ））≥（ｄ＋２）
２ｎ（ｎ－１）

２ｄ（ｄ＋１） ＋ｎ（ｄ＋２）（ｄｎ＋２ｎ－４）－４（ｄ＋２）
２

８（ｄ＋１） ＋ｎ２，

等式成立当且仅当Ｇ＝Ｋｎ
２０１３年，Ｙｏｕ等［１１］修正了高兴等［１０］在２０１２年求出的正则图的全图的基尔霍夫公式及其下界．
定理１４［１１］　设Ｇ是一个连通的ｄ正则图，具有ｎ（ｎ≥２）个顶点，则

Ｋｆ（ｔ（Ｇ））＝（ｄ＋２）
２

２（ｄ＋３）Ｋｆ（Ｇ）＋
ｎ２（ｄ２－４）
８（ｄ＋１） ＋

ｎ
２＋

ｎ（ｄ＋２）（ｄ＋４）
２（ｄ＋３） ∑

ｎ－１

ｉ＝１

１
ｕｉ＋３＋ｄ



推论１４［１１］　设Ｇ是一个连通的ｄ正则图，具有ｎ（ｎ≥２）个顶点，则

Ｋｆ（ｔ（Ｇ）≥ ｎ
２＋

ｎ（ｎ－１）（ｄ＋２）２
２ｄ（ｄ＋３） ＋（ｄ＋２）［ｎ

２（ｄ＋３）（ｄ－２）－４（ｄ＋１）（ｄ＋２）］
８（ｄ＋１）（ｄ＋３） ＋

ｎ（ｄ＋２）（ｄ＋４）
２（ｄ＋３） ∑

ｎ－１

ｉ＝１

１
ｕｉ＋３＋ｄ

．　　　　　　　　　　　　　　　

２０１３年，王维忠等［１２］刻画了正则图的Ｑ（Ｒ）图的基尔霍夫指标的公式和下界．
定理１５［１２］　设Ｇ是一个ｎ阶的连通ｒ正则图（ｒ≠２），则

Ｋｆ（Ｒ（Ｇ））＝（ｒ＋２）
２

６ Ｋｆ（Ｇ）＋（ｎ
２－ｎ）（ｒ＋２）

６ ＋ｎ
２（ｒ２－４）
８ ＋ｎ２．

推论１５［１２］　设Ｇ是一个ｎ阶的连通ｒ正则图（ｒ≠２），则

Ｋｆ（Ｒ（Ｇ））≥（ｎ
２－ｎ）（ｒ＋２）２

６ｒ ＋（ｎ
２－ｎ－ｒ－２）（ｒ＋２）

６ ＋ｎ
２（ｒ２－４）
８ ＋ｎ２，

等式成立当且仅当ＧＫｎ或ＧＫｎ２，ｎ２，其中ｎ为偶数

定理１６［１２］　设Ｇ是一个ｎ阶的连通ｒ正则图，则

Ｋｆ（Ｑ（Ｇ））＝（ｒ＋２）
２

２（ｒ＋１）Ｋｆ（Ｇ）＋
（ｒ＋２）２ｎ２－４ｎ
８（ｒ＋１） 
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推论１６［１２］　设Ｇ是一个ｎ阶的连通ｒ正则图，则

Ｋｆ（Ｑ（Ｇ））≥（ｒ＋２）
２（ｎ２－ｎ）

２ｒ（ｒ＋１） ＋（ｒ＋２）
２（ｎ２－４）－４ｎ
８（ｒ＋１） ，

等式成立当且仅当ＧＫｎ或ＧＫｎ２，ｎ２，其中ｎ为偶数

２０１４年，杨玉军［１３］计算了正则分子图的一些ｘｙｚ变换的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指标，其在文献［１４］中证明了一般图的
剖分图Ｓ（Ｇ）的基尔霍夫指标可以用图Ｇ的基尔霍夫指标、乘法度 －基尔霍夫指标、加法度 －基尔霍夫指标、
顶点数ｎ、边数ｍ表示．这个结果推广了高兴等［１０］关于正则图的剖分图Ｓ（Ｇ）的基尔霍夫指标的结果．
２０１５年，Ｓｕｎ等［１５］给出了一般图的剖分图的电阻距离和基尔霍夫指标的另一种计算公式
定理１７［１３］　设图Ｇ为ｎ个顶点和ｍ条边的ｒ正则图（ｒ≥２），则

　　　Ｋｆ（Ｇ０＋＋）＝（ｒ＋２）
２

２ Ｋｆ（Ｇ）＋ｎ（ｒ＋２）［ｎ（ｒ＋２－４）］８（ｒ＋１） ＋ｎ２

定理１８［１３］　设图Ｇ为ｎ个顶点和ｍ条边的ｒ正则图（ｒ≥２），则

　　　Ｋｆ（Ｇ＋０＋）＝（ｒ＋２）
２

６ Ｋｆ（Ｇ）＋（ｒ＋２）（ｎ
２－ｎ）

６ ＋（ｒ－４）ｎ
２

８ ＋ｎ２．

定理１９［１３］　设图Ｇ为ｎ个顶点和ｍ条边的ｒ正则图（ｒ≥２），则

　　　Ｋｆ（Ｇ０＋１）＝（ｎ－１）（ｒ＋２）ｒ ＋ｎ
２（ｒ２－４）
８ｒ＋４ｎ ＋∑

ｎ－１

ｉ＝１

ｎ（２＋ｒ）
２（ｎ＋λｉ）

＋１

定理１１０［１３］　设图Ｇ为ｎ个顶点和ｍ条边的ｒ正则图（ｒ≥２），则

　　　Ｋｆ（Ｇ０＋－）＝ ｎ
ｎ－２＋

ｎ２（ｒ２－４）
４（ｎ＋２ｒ－２）＋

ｒ＋２
２∑

ｎ－１

ｉ＝１

（ｎ－２）（ｒ＋２）＋２λｉ
［（ｎ－２）ｒ＋２］λｉ＋ｎｒ（ｎ－２）



定理１１１［１３］　设图Ｇ为ｎ个顶点和ｍ条边的ｒ正则图（ｒ≥２），则

　　　Ｋｆ（Ｇ－－＋）＝ ｎ
２（ｒ２－４）
２ｎｒ＋８－８ｒ＋

ｎｒ＋２ｎ
２（ｒ＋２）∑

ｎ－１

ｉ＝１

ｎ（ｒ＋２）（ｎｒ＋２ｎ＋２ｒ＋４－４λｉ）
２（ｎ＋ｒ－λｉ）（ｎｒ＋４－２λｉ）－８ｒ＋４λｉ



定理１１２［１４］　设Ｇ是一个连通图，具有ｎ（ｎ≥２）个顶点和ｍ条边，则

　　　Ｋｆ（Ｓ（Ｇ））＝２Ｋｆ（Ｇ）＋Ｋｆ＋（Ｇ）＋１２Ｋｆ
（Ｇ）＋ｍ

２－ｎ２＋ｎ
２ 

２０１５年，杨玉军和Ｋｌｅｉｎ［１６］得到了剖分和三角剖分图的加法度（乘法度）－基尔霍夫指标公式，以及一
个新的三角剖分基尔霍夫指标公式，并给出了图的迭代剖分和三角剖分的（加法度 －、乘法度 －）基尔霍夫
指标公式

定理１１３［１６］　设图Ｇ为ｎ（ｎ≥２）个顶点和ｍ条边的连通图，则剖分图Ｓ（Ｇ）的加法度 －基尔霍夫指
标为：

　　　Ｋｆ＋（Ｓ（Ｇ））＝４Ｋｆ＋（Ｇ）＋４Ｋｆ（Ｇ）＋（ｍ＋ｎ）（ｍ－ｎ＋１）＋２ｍ（ｍ－ｎ）
定理１１４［１６］　设图Ｇ为ｎ（ｎ≥２）个顶点和ｍ条边的连通图，则剖分图Ｓ（Ｇ）的乘法度 －基尔霍夫指

标为：

　　　Ｋｆ（Ｓ（Ｇ））＝８Ｋｆ（Ｇ）＋２ｍ（２ｍ－２ｎ＋１）
定理１１５［１６］　设图Ｇ为ｎ（ｎ≥２）个顶点和ｍ条边的连通图，则迭代剖分图Ｓｋ（Ｇ）的乘法度 －基尔

霍夫指标为：

　　　Ｋｆ（Ｓｋ（Ｇ））＝８ｋＫｆ（Ｇ）＋８
ｋ－２ｋ
３ ｍ（２ｍ－２ｎ＋１）

定理１１６［１６］　设图Ｇ为ｎ（ｎ≥２）个顶点和ｍ条边的连通图，则迭代剖分图Ｓｋ（Ｇ）的加法度 －基尔
霍夫指标为：

　　　Ｋｆ＋（Ｓｋ（Ｇ））＝４ｋＫｆ＋（Ｇ）＋（８ｋ－４ｋ）Ｋｆ（Ｇ）＋８
ｋ－２ｋ
３ ｍ（２ｍ－２ｎ＋１）－４

ｋ－１
３ （ｍ－ｎ）（ｍ－ｎ＋１）

定理１１７［１６］　设图Ｇ为ｎ（ｎ≥２）个顶点和ｍ条边的连通图，则迭代剖分图Ｓｋ（Ｇ）的基尔霍夫指标为：
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Ｋｆ（Ｓｋ（Ｇ））＝２ｋＫｆ（Ｇ）＋４
ｋ－２ｋ
２ Ｋｆ＋（Ｇ）＋８

ｋ－２×４ｋ＋２ｋ
４ Ｋｆ（Ｇ）＋８

ｋ－２ｋ
１２ ｍ（２ｍ－２ｎ＋１）－

４ｋ－１
６ （ｍ－ｎ）

（ｍ－ｎ＋１）
定理１１８［１６］　设图Ｇ为ｎ（ｎ≥２）个顶点和ｍ条边的连通图，则三角剖分图Ｔ（Ｇ）的基尔霍夫指标为：

Ｋｆ（Ｔ（Ｇ））＝２３Ｋｆ（Ｇ）＋
１
３Ｋｆ

＋（Ｇ）＋１６Ｋｆ
（Ｇ）＋３ｍ

２－ｎ２＋２ｍｎ－２ｍ＋ｎ
６ 

定理１１９［１６］　设图Ｇ为ｎ（ｎ≥２）个顶点和ｍ条边的连通图，则三角剖分图Ｔ（Ｇ）的加法度 －基尔霍
夫指标为：

Ｋｆ＋（Ｔ（Ｇ））＝２Ｋｆ＋（Ｇ）＋２Ｋｆ（Ｇ）＋１２ｍ
２－ｍｎ－ｎ２－２ｍ＋ｎ

３ ．

定理１２０［１６］　设图Ｇ为ｎ（ｎ≥２）个顶点和ｍ条边的连通图，则三角剖分图Ｔ（Ｇ）的乘法度 －基尔霍
夫指标为：

Ｋｆ（Ｔ（Ｇ））＝６Ｋｆ＋（Ｇ）＋６ｍ２－２ｍｎ
定理１２１［１６］　设图Ｇ为ｎ（ｎ≥２）个顶点和ｍ条边的连通图，则迭代三角剖分图Ｔｋ（Ｇ）的乘法度 －基

尔霍夫指标为：

Ｋｆ（Ｔｋ（Ｇ））＝６ｋＫｆ（Ｇ）＋（５３９
ｋ－４３６

ｋ－１３３
ｋ）ｍ２－２３（６

ｋ－３ｋ）ｍｎ．

定理１２２［１６］　设图Ｇ为ｎ（ｎ≥２）个顶点和ｍ条边的连通图，则迭代三角剖分图Ｔｋ（Ｇ）的加法度 －基
尔霍夫指标为：

　Ｋｆ＋（Ｔｋ（Ｇ））＝２ｋＫｆ＋（Ｇ）＋６
ｋ－２ｋ
２ Ｋｆ（Ｇ）＋（８５８４９

ｋ－２３６
ｋ－３ｋ－１－２２１２

ｋ）ｍ２－（３
ｋ

２－
２ｋ
３）ｍ－

　　　　　　　　　 （
６ｋ
３－

２
３３

ｋ）ｍｎ－２
ｋ

３ｎ
２＋２

ｋ

３ｎ＋
（ｍ－２ｎ）（ｍ－２ｎ＋２）

１２ ．

定理１２３［１６］　设图Ｇ为ｎ（ｎ≥２）个顶点和ｍ条边的连通图，则迭代三角剖分图Ｔｋ（Ｇ）的基尔霍夫指
标为：

Ｋｆ（Ｔｋ（Ｇ））＝（２３）
ｋＫｆ（Ｇ）＋［２

ｋ

４－
１
４（
２
３）

ｋ］Ｋｆ＋（Ｇ）＋［６
ｋ

１６－
２ｋ
８＋

１
１６（
２
３）

ｋ］Ｋｆ（Ｇ）＋［２５１６８９
ｋ－６

ｋ

１２－
３
２８３

ｋ－

　　　　　　　　２
ｋ

４２＋
１１
１６８（

２
３）

ｋ］ｍ２－［６
ｋ

２４－
３
１４３

ｋ＋２９１６８（
２
３）

ｋ］ｍｎ－［５２８３
ｋ－２

ｋ

１２－
２
２１（
２
３）

ｋ］ｍ－［２ｋ－（２３）
ｋ］

　　　　　　　　ｎ
２－ｎ
１２ －［１－（２３）

ｋ］
（ｍ－２ｎ）（ｍ－２ｎ＋２）

２４ ．

２０１６年，刘晓刚等［１７］给出了Ｒ点联和Ｒ边联的电阻距离和基尔霍夫指标的结果
定理１２４［１７］　设图Ｇ１的顶点数为ｎ１边数为ｍ１，图Ｇ２的顶点数为ｎ２，则

　Ｋｆ（Ｇ１ ＜ｖ＞ＲＧ２）＝（ｎ１＋ｍ１＋ｎ２）（
ｍ１
２＋

１
４ｔｒ（Ａ

－１ＡＧ１）＋
１
４ｔｒ（Ａ

－１ＤＧ１）＋∑
ｎ１

ｉ＝１

２
３ｕｉ（Ｇ１）＋２ｎ２

＋

　　　　　　　　　　　　∑
ｎ２－１

ｉ＝１

１
ｕｉ（Ｇ２）＋ｎ１

）－１４π
ＴＡ－１π－

ｍ１（ｎ２＋４）＋２ｎ１
２ｎ２

，

其中Ａ＝３２ＬＧ１＋ｎ２Ｉｎ１，ＤＧ１ ＝ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ１），π＝（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ１）
Ｔ

定理１２５［１７］　设图Ｇ１是ｎ１个顶点和ｍ１条边上的ｒ正则图（ｒ＞０），图Ｇ２的顶点数为ｎ２，则

Ｋｆ（Ｇ１ ＜ｅ＞ＲＧ２）＝（ｎ１＋ｍ１＋ｎ２）（
ｍ１
ｎ２＋２

＋
２ｒ＋（ｎ２＋２）

２

ｎ２＋２ ∑
ｎ１

ｉ＝１

１
（ｎ２＋３）ｕｉ（Ｇ１）＋ｒｎ２

－ １
ｎ２＋２

　　 　　　　　　　　　∑
ｎ１

ｉ＝１

ｕｉ（Ｇ１）
（ｎ２＋３）ｕｉ（Ｇ１）＋ｒｎ２

＋∑
ｎ２－１

ｉ＝１

１
ｕｉ（Ｇ２）＋ｍ１

）－
ｍ１（ｒ＋４）＋ｎ１（ｎ２＋２）

ｒｎ２
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２０１６年，卢鹏丽等［１８］刻画了Ｑ图的电阻距离刘群等［１９］给出了Ｒ点（边）冠图Ｇ１⊙Ｇ２（Ｇ１ΘＧ２）的
基尔霍夫指标的公式和下界，其中Ｇ１为正则图，Ｇ２为任意图

定理１２６［１９］　设Ｇ１是一个具有ｎ１个顶点和ｍ１条边的ｒ１正则图，Ｇ２是一个具有ｎ２个顶点的任意图，则

　　Ｋｆ（Ｇ１⊙Ｇ２）＝
（２ｎ２＋ｒ１＋２）

２

６ Ｋｆ（Ｇ１）＋
ｎ１（３＋ｎ２＋ｒ１）

２ ＋
２ｎ１（ｎ１－１）（２＋ｒ１＋２ｎ２）

３ ＋

　　　　　　　　　　
ｎ２１（ｒ１－２）（ｒ１＋２＋２ｎ２）

８ ＋
ｎ２１（２＋ｒ１＋２ｎ２）

２ ∑
ｎ２

ｉ＝２

１
１＋ｕｉ（Ｇ２）

．

定理１２７［１９］　设Ｇ１是一个具有ｎ１个顶点和ｍ１条边的ｒ１－正则图，Ｇ２是一个具有ｎ２个顶点的任意
图，则

　Ｋｆ（Ｇ１ΘＧ２）＝
（ｒ１ｎ２＋ｒ１＋２）

２

６ Ｋｆ（Ｇ１）＋
ｎ１（３＋ｎ２＋ｒ１）

２ ＋
（ｎ２１－ｎ１）（ｎ２＋４）（２＋ｒ１＋ｒ１ｎ２）

６ ＋

　　　　　　　　　
ｎ２１（ｒ１－２）（３＋ｎ１）（ｒ１＋２＋ｒ１ｎ２）

８ ＋
ｎ２１ｒ１（２＋ｒ１＋ｒ１ｎ２）

４ ∑
ｎ２

ｉ＝２

１
１＋ｕｉ（Ｇ２）

．

此外，Ｘｉｅ等［２０］还得到了简单连通图迭代剖分图的正规拉普拉斯谱，作为应用的一个例子，计算了它

们的乘法度 －基尔霍夫指标、Ｋｅｍｅｎｙ常数和生成树数的精确值．
定理１２８［２０］　对于任意ｎ＞０，ｓｎ（Ｇ）和ｓｎ－１（Ｇ）的乘法度 －基尔霍夫指标的关系如下：

Ｋｆ（ｓｎ（Ｇ））＝８Ｋｆ（Ｓｎ－１（Ｇ））＋２ｎ（２ｒ－１）Ｅ０，
因此，Ｋｆ（ｓｎ（Ｇ））的一般表达式为：

Ｋｆ（ｓｎ（Ｇ））＝８ｎＫｆ（Ｇ）＋８
ｎ－２ｎ
３ （２ｒ－１）Ｅ０，

其中ｒ＝Ｅ０－Ｎ０＋１
２０２１年，Ｓｕｎ等［２１］刻画了Ｑ点（边）联图的电阻距离和基尔霍夫指标
定理１２９［２１］　设Ｇ１和Ｇ２是两个图，分别有ｎ１（ｎ２）个顶点ｍ１（ｍ２）条边，如果Ｇ１是一个ｄ正则图，

那么Ｇ１ ＜ｖ＞ＱＧ２的基尔霍夫指标为：

Ｋｆ（Ｇ１ ＜ｖ＞ＱＧ２）＝
ｎ１＋ｍ１＋ｎ２
ｄ＋ｎ２ ∑

ｎ１

ｉ＝１

２ｄ－ｕｉ（ＬＧ１）＋（ｄ＋ｎ２）
２

２ｎ２＋（ｄ＋ｎ２＋１）ｕｉ（ＬＧ１）
＋∑

ｎ２

ｉ＝１

ｎ１＋ｍ１＋ｎ２
ｕｉ（ＬＧ２）＋ｎ１

＋ｃ１－ｃ２，

其中ｃ１＝
（ｎ２１－ｄ－ｎ２）（ｎ１＋ｍ１＋ｎ２）

（ｄ＋ｎ２）ｎ１
，ｃ２＝

（ｄ＋ｎ２）ｄｎ１＋４ｎ１（１＋ｄ）
４ｎ２



定理１３０［２１］　设Ｇ１和Ｇ２是两个图，分别有ｎ１（ｎ２）个顶点ｍ１（ｍ２）条边，如果Ｇ１是一个ｄ－正则图，
那么Ｇ１ ＜ｅ＞ＱＧ２的基尔霍夫指标为：

Ｋｆ（Ｇ１ ＜ｅ＞ＱＧ２）＝（ｎ１＋ｍ１＋ｎ２）（
１
ｄ∑

ｎ１

ｉ＝１

２ｄ－ｕｉ（ＬＧ１）＋ｄ
２

ｄｎ２＋（ｄ＋１）ｕｉ（ＬＧ１）
＋∑

ｎ２

ｉ＝１

２
２ｕｉ（ＬＧ２）＋ｄｎ１

＋ｃ１）－ｃ２，

其中ｃ１＝
ｎ２１
ｄｎ１
，ｃ２＝

４ｄｎ１＋ｄ
２ｎ１＋２ｎ１ｎ２＋４ｎ１
２ｄｎ２

．

２　特殊图类的（乘法度－）基尔霍夫指标

因为对于一般图的基尔霍夫指标计算较困难，所以只给出了一些特殊图类的结果，如 ＮｏｒｄｈａｕｓＧａｄ
ｄｕｍ［２２］结论、单圈图的基尔霍夫指标、双圈图的基尔霍夫指标．
２１　基尔霍夫指标的ＮｏｒｄｈａｕｓＧａｄｄｕｍ类型结论

２００８年，周波和Ｔｒｉｎａｊｓｔｉｃ＇［２３］给出了Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指标的ＮｏｒｄｈａｕｓＧａｄｄｕｍ型结果

定理２１［２３］　设Ｇ是顶点数为ｎ≥５的连通图，且Ｇ
—

也是连通的，则

４ｎ－２≤Ｋｆ（Ｇ）＋Ｋｆ（Ｇ
—

）＜ｎ
３＋３ｎ２＋２ｎ－６

６ 
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２０１１年，杨玉军等［２４］通过证明，改进了周波和Ｔｒｉｎａｊｓｔｉｃ＇［２３］的结果

定理２２［２４］　设Ｇ是顶点数为ｎ≥５的连通图，且Ｇ
—

也是连通的，则

４ｎ≤Ｋｆ（Ｇ）＋Ｋｆ（Ｇ
—

）＜ｎ
３＋１７ｎ－１８

６ ，

等式（在下界）成立当且仅当Ｇ是会议图时
虽然上界几乎是最好的可能，但它是不可达到的．对于上界，他们提出如下猜想：

猜想２１［２４］　设Ｇ是顶点数为ｎ≥５的连通图，且Ｇ
—

也是连通的，则

Ｋｆ（Ｇ）＋Ｋｆ（Ｇ
—

）≤ｎ
３－ｎ
６ ＋ｎ∑

ｎ－１

ｋ＝１

１

ｎ－４ｓｉｎ２ｋπ２ｎ

，

等式成立当且仅当Ｇ或Ｇ
—

是路Ｐｎ
２０１６年，Ｄａｓ和杨玉军［２５］考虑了３种基于电阻距离的图不变量，即基尔霍夫指标、加法度 －基尔霍夫

指标和乘法度 －基尔霍夫指标，给出了基于阻力距离的图不变量的ＮｏｒｄｈａｕｓＧａｄｄｕｍ型的一些结果，并建
立了这些基尔霍夫指标之间的关系

定理２３［２５］　设Ｇ是顶点数为ｎ的连通图，且Ｇ
—

也是连通的，则

Ｋｆ（Ｇ）Ｋｆ（Ｇ
—

）≥（２ｎ－１）２

定理２４［２５］　设Ｇ是顶点数为ｎ的连通图，且Ｇ
—

也是连通的，则

Ｋｆ（Ｇ）Ｋｆ（Ｇ
—

）＞４ｎ（ｎ－２）
定理２５［２５］　设Ｇ是一个ｎ阶连通图，有ｍ条边，最大度和最小度分别为Δ和δ，则

　　　Ｋｆ＋（Ｇ）＋Ｋｆ＋（Ｇ
—

）≤２（ｎ－１）（ｎ－１＋Δ－δ）＋［ｎ（ｎ－１）－２ｍ］（ｎ＋３－２δ）Δ＋
　　　　　　　　　　　　　　２（ｎ－１－δ）（２Δ＋５－ｎ）ｍ

定理２６［２５］　设Ｇ是一个ｎ阶连通图，有ｍ条边，最大度Δ＜ｎ－１，则

Ｋｆ（Ｇ）＋Ｋｆ（Ｇ
—

）＞ｎ（ｎ２－３ｎ＋４）－ １
（ｎ－Δ－１）２

［ｎ（ｎ－１）－２ｍ］－２Ｍ２（Ｇ），

其中Ｍ２（Ｇ）＝ ∑
ｖｉｖｊ∈Ｅ（Ｇ）

１
ｄｉｄｊ
为第二Ｚａｇｒｅｂ指标

定理２７［２５］　设Ｇ是一个ｎ阶连通图，有ｍ条边，最大度和最小度分别为Δ和δ，则

　　　Ｋｆ（Ｇ）＋Ｋｆ（Ｇ
—

）≤［Δ２＋（ｎ－δ－１）２］（ｎ－１）＋［ｎ（ｎ－１）２ －ｍ］（ｎ＋３－２δ）Δ２＋

　　　　　　　　　　　　　　ｍ（ｎ－１－δ）２（２Δ＋５－ｎ）
定理２８［２５］　设Ｇ是一个ｎ阶连通图，有ｍ条边，最大度Δ＞１，最小度δ＞１，则

　　 Ｋｆ（Ｇ）－Ｋｆ＋（Ｇ）＋Ｋｆ（Ｇ）≥２ｍ（ｎ－１）－ｎ２＋（ｎ－１）ＩＤ（Ｇ）－ （Δ＋δ－２）２
（Δ－１）（δ－１）

ｍ－

　　　　　　　　　　　　　　　　　［ｎ（ｎ－１）２ －ｍ］（Δ
δ
＋δ
Δ
），

其中ＩＤ（Ｇ）＝∑
ｖｉ∈Ｖ（Ｇ）

１
ｄｉ
．

２０１８年，杨玉军等［２６］利用电学和组合技术证明了文献［２４］的猜想除５个顶点上的树图外，对所有图
都是正确的．

定理２９［２６］　设Ｇ是顶点数为ｎ的连通图，且Ｇ
—

也是连通的，则

１）当ｎ＝４和ｎ≥６时，有　　　　　Ｋｆ（Ｇ）＋Ｋｆ（Ｇ
—

）≤ｎ
３－ｎ
６ ＋ｎ∑

ｎ－１

ｋ＝１

１

ｎ－４ｓｉｎ２ｋπ２ｎ

，
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等式成立当且仅当Ｇ或Ｇ
—

是路Ｐｎ．

２）当ｎ＝５时，有　　　　　　　　　　　　Ｋｆ（Ｇ）＋Ｋｆ（Ｇ
—

）≤２８２５，

等式成立当且仅当Ｇ或Ｇ
—

是树Ｔ５．
２２　单圈图的基尔霍夫指标

若图Ｇ只包含一个圈，则称为单圈图．为方便起见，用Ｇ＝Ｕ（Ｃｌ；Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｌ）表示，其中Ｃｌ是Ｇ中

唯一的圈．设Ｖ（Ｃｌ）＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｌ｝满足对１≤ｉ≤ｌ，ｖｉ和ｖｉ＋１相邻，对每个ｉ，令Ｔｉ为Ｇ中删掉圈上
除ｖｉ以外的所有点后得到的图中包含ｖｉ的分支

设Ｓｌｎ是在圈Ｃｌ上的任意一个点上加ｎ－ｌ条悬挂边所构成的图．用Ｐ
ｌ
ｎ表示在圈Ｃｌ的任意一个点和路

Ｐｎ－ｌ＋１的一个端点连接所构成的图

２００８年，杨玉军等［２７］研究了单圈图的基尔霍夫指标的界，并给出了一些特殊单圈图的基尔霍夫指标

公式．如：

Ｋｆ（Ｃｎ）＝
ｎ３－ｎ
１２ ；Ｋｆ（Ｓ

３
ｎ）＝ｎ

２－８３ｎ＋１；Ｋｆ（Ｓ
４
ｎ）＝ｎ

２－５２ｎ－１；Ｋｆ（Ｐ
３
ｎ）＝

ｎ３－１１ｎ＋１８
６ 

定理２１０［２７］　在所有的ｎ个顶点的单圈图中：
１）若ｎ＜８，则Ｃｎ达到最小的基尔霍夫指标；

２）若８≤ｎ＜１２，则Ｓ４ｎ达到最小的基尔霍夫指标；

３）若ｎ＝１２，则Ｓ３ｎ和Ｓ
４
ｎ达到最小的基尔霍夫指标，否则Ｓ

３
ｎ达到最小的基尔霍夫指标；

４）Ｐ３ｎ达到最大的基尔霍夫指标．

定理２１１［２７］　对顶点数为ｎ的单圈图Ｇ：

１）若ｎ＜８，则ｎ
３－ｎ
１２ ≤Ｋｆ（Ｇ）≤ｎ

３－１１ｎ＋１８
６ ；

２）若８≤ｎ≤１２，则ｎ２－５２ｎ－１≤Ｋｆ（Ｇ）≤
ｎ３－１１ｎ＋１８

６ ；

３）若ｎ＞１２，则ｎ２－８３ｎ＋１≤Ｋｆ（Ｇ）≤
ｎ３－１１ｎ＋１８

６ 

２０１１年，文献［９］首次给出超基尔霍夫指标的概念，并给出了超Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指标的下界和上界，同时确
定了当ｎ≥５时具有最小、次小和第三小超Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指标和最大、次大和第三大超Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指标的ｎ顶点
单圈图．此外，还确定了圈长为ｓ（３≤ｓ≤ｎ）的ｎ阶单圈图的最小和最大的超基尔霍夫指标．２０１２年，文献
［８］首次给出加法度 －基尔霍夫指标的概念，并刻画了具有最小和次小加法度 －基尔霍夫指标的ｎ个顶点的
单圈图

一个单圈图称为是满载单圈图，如果它的圈上的每个顶点的度都不小于３．２００９年，Ｇｕｏ等［２８］确定了

满载单圈图的基尔霍夫指标的界并且刻画了达到界的极值图
定理２１２［２８］　设Ｇ是顶点数ｎ≥６的满载单圈图，则

Ｋｆ（Ｇ）＝
ｎ２－１６＝４８，ｎ＝８；

ｎ２－４３ｎ－５，ｎ≠
{ ８

等式成立当且仅当ｎ＝８时Ｇ＝Ｕ（Ｃ４；Ｋ２，Ｋ２，Ｋ２，Ｋ２）；当ｎ≠８时Ｇ＝Ｕ（Ｃ３；Ｋ２，Ｋ２，Ｓｎ－４）

定理２１３［２８］　设Ｇ是顶点数ｎ≥６的满载单圈图，则

Ｋｆ（Ｇ）≤ １６ｎ
３－１１２ｎ＋２０，

等式成立当且仅当Ｇ＝Ｕ（Ｃ３；Ｋ２，Ｋ２，Ｐｎ－４）

２０１４年，Ｆｅｎｇ等［２９］刻画了满载单圈图的最大和最小乘法度 －基尔霍夫指标和仙人掌图的最小乘法度 －
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基尔霍夫指标
定理２１４［２９］　设Ｇ是ｎ（≥６）阶的满载单圈图，则

Ｋｆ（Ｕ（Ｃ３；Ｋ２，Ｋ２，Ｓｎ－４））≤Ｋｆ（Ｇ）≤Ｋｆ（Ｕ（Ｃ３；Ｋ２，Ｋ２，Ｐｎ－４）），
左边等号成立当且仅当ＧＵ（Ｃ３；Ｋ２，Ｋ２，Ｓｎ－４），右边等号成立当且仅当ＧＵ（Ｃ３；Ｋ２，Ｋ２，Ｐｎ－４）
２０２０年，Ｑｉ等［３０］确定了ｎ阶具有固定最大度的单圈图的极大乘法度－基尔霍夫指标，以及ｎ阶单圈图

的前７个极大乘法度 －基尔霍夫指标，并得到了相应的极图．
定理２１５［３０］　设Ｕ（ｎ，Δ）为ｎ个顶点最大度为Δ的单圈图集合，其中２≤Δ≤ｎ－１，设Ｕ′（ｎ，Δ）

是将Ｃ３的顶点与Δ顶点上的星中心连接，路径长度为ｎ－Δ－２得到的单圈图，则

１）如果Δ＝３，４，ｎ－２，ｎ－１或Δ≥５，ｎ＜Δ＋３＋ ４
Δ－４

，那么Ｕ（ｎ，Δ）是唯一具有最大乘法度 －基

尔霍夫指标的图，其值等于
１
３（２ｎ

３－６ｎΔ２＋６ｎΔ－ｎ＋４Δ３－４Δ＋１５）；

２）如果Δ≥５，ｎ＞Δ＋３＋ ４
Δ－４

，那么Ｕ′（ｎ，Δ）是唯一具有最大乘法度 －基尔霍夫指标的图，其值等

于
１
３（２ｎ

３－６ｎΔ２＋１８ｎΔ－４９ｎ＋４Δ３－１２Δ２＋８Δ＋８１）；

３）如果Δ≥５，ｎ＞Δ＋３＋ ４
Δ－４

（即Δ＝５，ｎ＝１２；Δ＝６，ｎ＝１１；Δ＝８，ｎ＝１２），那么Ｕ（ｎ，Δ）和

Ｕ′（ｎ，Δ）是唯一具有最大乘法度 －基尔霍夫指标的图．当Δ＝５，ｎ＝１２时，其值等于８２３；当Δ＝６，ｎ＝

１１时，其值等于４９８２３；当Δ＝８，ｎ＝１２时，其值等于４７１

２０２０年，Ｃｈｅｎ等［３１］得到了树和单圈图的补图的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指标的排序，并给出了基尔霍夫指标的一个上界．
定理２１６［３１］　设Ｇ是一个有ｎ个顶点ｍ条边的连通图，则

Ｋｆ（Ｇ）≤ｎ（ｎ－１）－２ｍｕｎ－１（Ｇ）
＋ｎ－１，

等式成立当且仅当ＧＫｎ，或ＧＫｎ－１，１，或ＧＫｎ２，ｎ２（ｎ为偶数）

２０２１年，Ｃｈｅｎ等［３２］用单圈图的剖分图的匹配数刻画了单圈图的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指标
定理２１７［３２］　对于任意ｎ阶连通单圈图Ｇ，它有一个Ｃｋ（圈长为ｋ），其Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指标Ｋｆ（Ｇ）可以表示为：

Ｋｆ（Ｇ）＝
［ｍ（Ｓ（Ｇ），ｎ－２）－２ｍ（Ｓ（Ｇ）－Ｃ２ｋ，ｎ－ｋ－２）］／ｋ，当 ３≤ｋ≤ｎ－２时；

ｍ（Ｓ（Ｇ），ｎ－２）／ｋ当ｋ＝ｎ－１，ｎ时{ 
其中ｍ（Ｓ（Ｇ），ｎ－２）为单圈图的剖分图Ｓ（Ｇ）有ｎ－２条边的匹配数，Ｓ（Ｇ）－Ｃ２ｋ为Ｓ（Ｇ）中删除圈Ｃ２ｋ的
所有顶点而得到的无圈图
２３　双圈图的基尔霍夫指标

一个双圈图就是边数比顶点数多１的连通图．设Ｓｐ，ｑｎ 表示通过给圈Ｃｐ和Ｃｑ的唯一公共顶点粘接ｎ＋１－

ｐ－ｑ条悬挂边所构成的图，Ｐｐ，ｑｎ 表示由两个不交圈Ｃｐ和Ｃｑ以及连接他们的一条长为ｎ－ｐ－ｑ＋１的路所构
成的图
２００９年，张和平等［３３］给出了恰有两个圈的双圈图的基尔霍夫指标的界，并刻画了达到界的极值图．
定理２１８［３３］　在所有顶点数为ｎ的恰有两个圈的双圈图中：
１）Ｐ３，３ｎ 达到最大的基尔霍夫指标；
２）下列图达到最小的基尔霍夫指标：Ｓ３，３５ ；Ｓ

３，４
６ ；Ｓ

４，４
７ ；Ｓ

４，４
８ 和 Ｓ４，５８ ；Ｓ

４，４
ｎ （９≤ ｎ≤１１）；Ｓ

４，４
１２ ；Ｓ

３，４
１２ 和

Ｓ３，３１２ ；Ｓ
３，３
ｎ （ｎ＞１２）

定理２１９［３３］　对顶点数为ｎ的恰有两个圈的双圈图Ｇ：

１）若ｎ＝６，则ｎ２－１９ｎ６ －１≤Ｋｆ（Ｇ）≤
ｎ３－２１ｎ＋３６

６ ；
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２）若７≤ｎ≤１２，则ｎ２－３ｎ－３≤Ｋｆ（Ｇ）≤ｎ
３－２１ｎ＋３６

６ ；

３）若ｎ＝５或ｎ＞１２，则ｎ２－１０ｎ３ ＋１≤Ｋｆ（Ｇ）≤
ｎ３－２１ｎ＋３６

６ 

２０１６年，Ｈｕａｎｇ等［３４］刻画了二部双圈图β＋ｎ补图的基尔霍夫指标极值

定理２２０［３４］　设Ｇ∈β＋ｎ，则

Ｋｆ（Ｇ
—

）≤２ｎ
４－１７ｎ３＋４９ｎ２－５０ｎ－４
（ｎ－１）（ｎ－２）（ｎ－５） ，

等式成立当且仅当Ｇθ５（ｎ－５，０，０，０，０）

２０１６年，刘家保等［３５］刻画了具有最小基尔霍夫指标的双圈图，并确定了双圈图的基尔霍夫指标的界．
定理２２１［３５］　设Ｇ∈θｐ，ｑ，ｍｎ 且Ｇ和Ｓｐ，ｑ，ｍｎ 不同构，则

Ｋｆ（Ｓｐ，ｑ，ｍｎ ）＜Ｋｆ（Ｇ）

定理２２２［３５］　设Ｇ∈βｎ，则

ｍｉｎ
Ｇ∈βｎ
｛Ｋｆ（Ｇ）｝＝

Ｋｆ（Ｓ２，２，０４ ），当ｎ＝４时；

Ｋｆ（Ｓ２，２，１ｎ ），当ｎ＝５或ｎ≥１５时；

Ｋｆ（Ｓ３，２，１ｎ ），当ｎ＝６或ｎ≥１４时；

Ｋｆ（Ｓ３，３，１ｎ ），当ｎ＝７或ｎ≥１３时；

Ｋｆ（Ｓ３，３，２ｎ ），当ｎ＝８或ｎ≥１２时；

Ｋｆ（Ｓ４，３，２９ ），当ｎ＝９时；

Ｋｆ（Ｓ４，４，２１０ ），当ｎ＝１０时；

Ｋｆ（Ｓ４，４，３１ ），当ｎ＝１１时





















２０１８年，Ｆｅｉ等［３６］刻画了ｎ（≥６）阶的双圈图的最大乘法度 －基尔霍夫指标和ｎ（≥７）阶的双圈图的
次大乘法度 －基尔霍夫指标

定理２２３［３６］　设Ｇ是一个ｎ（ｎ≥６）阶双圈图，则

Ｋｆ（Ｇ）≤ ２３ｎ
３＋２ｎ２－２３ｎ＋８９３，

等式成立当且仅当ＧＢｎ

定理２２４［３６］　设Ｇ是一个ｎ（ｎ≥７）阶双圈图且Ｇ不同构于Ｂｎ，则

Ｋｆ（Ｇ）≤ ２３ｎ
３＋２ｎ２－９７３ｎ＋

１７３
３，

等式成立当且仅当ＧＢ′ｎ

特别地，２０１３年Ｄｅｎｇ等［３７］得到了由Ｇ的剖分图的闭游动数表示的基尔霍夫指标的表达式，并确定了
树的补图的基尔霍夫指标的第一和第二最大值

定理２２５［３７］　设Ｇ是一个具有ｎ（ｎ≥２）个顶点和ｍ条边的二部图，则

Ｋｆ（Ｇ
—

）＝ｎ－ｍ２ ＋１２∑ｋ≥０Ｔｒ（Ａ
２ｋ（Ｓ（Ｇ）））ｎ－ｋ－１

定理２２６［３７］　设Ｔ是一个有ｎ（ｎ≥２）个顶点的树，则

Ｋｆ（Ｓｎ
—

）≥Ｋｆ（Ｔｎ
—

）≥Ｋｆ（Ｐｎ
—

），

左边等号成立当且仅当Ｔ是Ｓｎ时，右边等号成立当且仅当Ｔ是Ｐｎ

定理２２７［３７］　设Ｔ是一棵有ｎ（ｎ≥５）个顶点的树，那么双星Ｓ（ｎ－２，２）是唯一一棵Ｋｆ（Ｔ
—

）有第二

个最大值的树
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定理２２８［３７］　设Ｔ是一棵有ｎ（ｎ≥５）个顶点的树，那么Ｔ（１）是唯一一棵Ｋｆ（Ｔ
—

）有第二个最小值的

树，其中Ｔ（ｉ）是由Ｐｎ－１ ＝ｕ０ｕ１…ｕｎ－２通过在点ｕｉ增加一个悬挂点得到的图，这里０≤ｉ≤ｎ－２

３　基尔霍夫指标的界

本节我们将确定一些图的基尔霍夫指标的界，并且刻画达到界的极值图
２００８年，周波和Ｔｒｉｎａｊｓｔｉｃ＇［２３］得到了Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指标下界的一个结果

Ｋｆ（Ｇ）≥－１＋（ｎ－１）∑
ｎ

ｉ＝１

１
ｄｉ
，

等式成立当且仅当ＧＫｎ或ＧＫｎ２，ｎ２或ＧＫ１，ｎ－１或ＧΓｄ

２０１０年，Ｐａｌａｃｉｏｓ等［３８］给出了ｎ个顶点的ｄ正则图的基尔霍夫指标上下界
命题３１［３８］　对任意ｎ个顶点的ｋ正则图，有

（ｎ－１）２
ｄ ≤Ｋｆ（Ｇ）≤ ｎ（ｎ－１）ｄ（１－ｕ２）

，

如果图是二部图，则下界可进一步改进为：

ｎ（２ｎ－３）
２ｄ ≤Ｋｆ（Ｇ）

２０１１年，Ｐａｌａｃｉｏｓ等［３９］给出了当Ｇ是任意连通图时，基尔霍夫指标的界为：

（
ｎ
ｄ１
）∑

ｎ

ｉ＝２
（

１
１－λｉ（Ｐ）

）≤Ｋｆ（Ｇ）≤（ｎｄｎ
）∑

ｎ

ｉ＝２
（

１
１－λｉ（Ｐ）

），

其中１＝λ１（Ｐ）＞λ２（Ｐ）≥…≥λｎ（Ｐ）≥－１是转移矩阵Ｐ＝Ｄ
－１Ａ的特征值

２０１３年，Ｄａｓ［４０］得到Ｋｆ（Ｇ）的下界取决于顶点数ｎ，最大度Δ，生成树数ｔ：

Ｋｆ（Ｇ）≥ ｎ
１＋Δ

＋ｎ（ｎ－２）（Δ＋１ｎｔ）
１
ｎ－２，

等式成立当且仅当ＧＫｎ或ＧＫ１，ｎ－１

２０１９年，Ｍａｔｅｊｉｃ＇等［４１］得到了Ｋｆ（Ｇ）以ｎ，ｍ，Δ为参数和其他一些图不变量的两个新的下界
定理３１［４１］　设Ｇ是一个具有ｎ≥２个顶点和ｍ条边的简单连通图．如果Ｇ是ｄ正则图，１≤ ｄ≤

ｎ－１，则

　　　　　　　　　　　Ｋｆ（Ｇ）≥ｎ（ｎ－１）－ｄｄ ，

　　　　　　　　　　　　　Ｋｆ（Ｇ）≥ｎ（ｎ－１）－ΔΔ
＋（ｎ－１）（ｎΔ－２ｍ）

２

Δ（２ｍΔ－Ｍ１（Ｇ））
．

第一个等式成立当且仅当ＧＫｎ，或者ＧΓｄ，第二个等式成立当且仅当ＧＫΔ，ｎ－Δ其中Ｍ１（Ｇ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｄ２ｉ

为第一Ｚａｇｒｅｂ指标
２０２０年，Ｍｉｌｏｖａｎｏｖｉｃ＇等［４２］用τ（Ｇ）、Ｇ的阶数，以及Ｇ的大小和Ｇ的最大度Δ建立了Ｋｆ（Ｇ）的几个下界
定理３２［４２］　设Ｇ是一个具有ｎ≥３个顶点和ｍ条边的简单连通图，则

Ｋｆ（Ｇ）≥１＋ ｎ（ｎ－２）３

（ｎ－３）（２ｍ－Δ－１）＋（ｎ－２）（ｎτ（Ｇ）１＋Δ
）
１
ｎ－２

，

等式成立当且仅当ＧＫｎ或ＧＫ１，ｎ－１或ＧＫｎ２，ｎ２，这里ｎ为偶数

定理３３［４２］　设Ｇ是一个具有ｎ≥３个顶点和ｍ条边的简单连通图，则

Ｋｆ（Ｇ）≥ ｎ（ｎ－１）３

２ｍ（ｎ－２）＋（ｎ－１）（ｎτ（Ｇ））
１
ｎ－１
，

等式成立当且仅当ＧＫｎ
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定理３４［４２］　设Ｇ是一个具有ｎ≥２个顶点和ｍ条边的简单连通图，则

Ｋｆ（Ｇ）≥ ｎ（ｎ－１）
（ｎτ（Ｇ））

１
ｎ－１
＋ｎ（槡Δ－槡δ）

２

δ×Δ
，

等式成立当且仅当ＧＫｎ

定理３５［４２］　设Ｇ是一个具有ｎ≥２个顶点和ｍ条边的简单连通图，对于任意具有性质ｕｎ－１≥ｋ＞０
的实数ｋ，有

Ｋｆ（Ｇ）≥ ２ｎ（ｎ－１）槡ｎｋ
（ｎ＋ｋ）（ｎｔ）

１
ｎ－１
，

等式成立当且仅当ｋ＝ｎ和ＧＫｎ，其中ｔ为生成树的个数

２０１２年，Ｙａｎ等［４３］刻画了正则图Ｇ的迭代线图Ｌｋ（Ｇ）和迭代抛物线图Ｃｋ（Ｇ）（或团插入图）的近似基
尔霍夫指标

定理３６［４３］　设Ｇ是一个有ｎ个顶点的连通的简单ｒ正则图，则

Ｋｆ（Ｌｋ（Ｇ））～ｎ
２（２ｋ－２ｒ－２ｋ－１＋１）

４ ∏
ｋ－２

ｉ＝０
（２ｉ－１ｒ－２ｉ＋１）２，（ｋ→∞）

定理３７［４３］　设Ｇ是一个有ｎ个顶点的连通的简单ｒ正则图，则

　　 Ｋｆ（Ｃｋ（Ｇ））～［ｎ
２（ｒ－２）（ｒ＋１）
２ｒ（ｒ＋２） ＋ ｎ

（ｒ＋１）（ｒ＋２）＋Ｋｆ（Ｇ）］ｒ
ｋ（ｒ＋２）ｋ，（ｋ→∞），

　　　　 Ｋｆ（Ｃｋ（Ｇ））～（ｎ
２

２＋Ｋｆ（Ｇ））ｒ
ｋ（ｒ＋２）ｋ，（ｋ→∞，ｒ→∞）

２０１７年，田贵贤［４４］刻画了正则图的迭代全图的近似（乘法度 －）基尔霍夫指标．
定理３８［４４］　设Ｇ是一个有ｎ个顶点ｍ条边的连通ｒ正则图ｒ≥２，则

Ｋｆ（ｔｋ（Ｇ））～ｎ２ｒ（ｒ＋２）２２ｋ－６∏
ｋ－３

ｉ＝０
（４ｉｒ２＋２ｉ＋１ｒ＋１），（ｋ→∞），

因此正则图的迭代全图的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指标的近似值与Ｇ的结构无关，只与ｒ和Ｇ的顶点数有关．
推论３１［４４］　设Ｇ是一个有ｎ个顶点ｍ条边的连通ｒ正则图ｒ≥２，则

Ｋｆ（ｔｋ（Ｇ））～ｎ２ｒ３（ｒ＋２）２８ｋ－２∏
ｋ－３

ｉ＝０
（４ｉｒ２＋２ｉ＋１ｒ＋１），（ｋ→∞），

因此正则图的迭代全图的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指标的近似值与Ｇ的结构无关，只与ｒ和Ｇ的顶点数有关．
Ｇ的边ｋ部图是删除使Ｇ成为ｋ部图的最小边数，用ｌｋ（Ｇ）表示．设ｍ≤ｎ－ｋ，ｎ，ｍ，ｋ是具有ｎ个

顶点且ｌｋ（Ｇ）≤ｍ的图族，即
ψｎ，ｍ，ｋ ＝｛Ｇ：｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｎ，ｌｋ（Ｇ）≤ｍ｝，

如果ｋ＝２，称为Ｇ的边二部图
２０１７年，Ｈｅ等［４５］给出了关于ψｎ，ｍ，ｋ的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指标最小化的第一个结果，其中刻画了ψｎ，ｍ，２中的最优图．

定理３９［４５］　设Ｇ∈ψｎ，ｍ，２，其中ｍ≤
ｎ
４，则

１）Ｋｆ（Ｇ）≥ｎ（２ｍｎ＋３－
４
ｎ＋１－

２ｍ
ｎ－１）＋２ｎ＋１，当ｎ为奇数；

２）Ｋｆ（Ｇ）≥ｎ（２ｍｎ＋４－
２ｍ＋４
ｎ ）＋２ｎ＋１，当ｎ为偶数

２０１９年，Ｈｕａｎｇ等［４６］给出了给定边ｋ部图的最小基尔霍夫指标的理论和计算方法

定理３１０［４６］　设Ｇ∈ψｎ，ｍ，２，其中ｍ≤
ｐ
２
，则

１）Ｋｆ（Ｇ）≥ｋ－１＋ｎ（ ｍ
ｎ－ｐ＋２＋

ｋ（ｐ－１）－ｍ
ｎ－ｐ ），当ｑ＝０；
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２）Ｋｆ（Ｇ）≥ｋ－１＋ｎ（ ｍ
ｎ－ｐ＋１＋

ｑ（ｐ－１）－ｍ
ｎ－ｐ－１ ＋（ｐ－１）（ｋ－ｑ－１）ｎ－ｐ ）＋２ｎ＋１，当ｑ＝１，２，…，ｋ－１

这里设ｎ＝ｐｋ＋ｑ，其中ｐ，ｑ是非负整数，且０≤ｑ＜ｋ

４　基尔霍夫指标的应用

在化学图论中，一些化合物可以用化学图来表示，其中顶点代表原子，而边代表原子间的共价键．此
外，预测化合物的物理化学性质一直是理论化学的研究热点，因此下面列出一些线性链网络图的电阻距离

和基尔霍夫指标的研究结果
４１　线性链和网络图的基尔霍夫指标

近年来，相关学者已经计算了许多线性链的电阻距离、基尔霍夫指标和加法度（乘法度 －）基尔霍夫指
标．例如，线性多边形链、线性六角形链、六角形链、梯形图、梯形链、线性多项式链等
２０２０年，Ｚｈａｎｇ等［４７］刻画了随机聚苯乙烯链的舒尔茨指标、古特曼指标、乘法度 －基尔霍夫指标和加

法度 －基尔霍夫指标的期望值
定理４１［４７］　设ｎ≥１，则随机聚苯乙烯链Ｇｎ的乘法度 －基尔霍夫指标的期望值为：

　　Ｅ（Ｋｆ（Ｇｎ））＝（
２４５
３ －

４９
９ｐ１－

１９６
９ｐ２）ｎ

３＋（７３＋
４９
３ｐ１＋

１９６
３ｐ２）ｎ

２－（１３＋９８９ｐ１＋
３９２
９ｐ２）ｎ－１

定理４２［４７］　设ｎ≥１，则随机聚苯乙烯链Ｇｎ的加法度 －基尔霍夫指标的期望值为：

　 Ｅ（Ｋｆ＋（Ｇｎ））＝
ｎ
３［２１０－１４ｐ１－５６ｐ２）ｎ

２＋（５９＋４２ｐ１＋１６８ｐ２）ｎ－２８ｐ１－１１２ｐ２－５９］－

　　　　　　　　　　 （１３＋９８９ｐ１＋
３９２
９ｐ２）ｎ－１

２０２１年，Ｚｈａｎｇ等［４８］建立了方差的显式解析表达式，以及随机聚苯乙烯链的古特曼指标、舒尔茨指

标、可乘度基尔霍夫指标和可加度基尔霍夫指标，并且证明了随机聚苯乙烯链的这４个指标是渐近正态分
布．李佳建和王维忠［４９］通过求解差分方程，建立了随机多边形链中基尔霍夫指标、乘法度 －基尔霍夫指标
和加法度 －基尔霍夫指标期望值的显式解析表达式

定理４３［４９］　设ＰＣｎ是一个ｎ长的（２ｋ＋１）多边形链，其中ｋ≥１且ｎ≥２，则

Ｋｆ（ＰＣｎ）＝Ｋｆ（ＰＣｎ－１）＋（２ｋ＋１）ｒ（ｖｎ－１｜ＰＣｎ－１）＋（
４
３ｋ

３＋６ｋ２＋１４３ｋ＋１）ｎ－（
２
３ｋ

３＋５ｋ２＋１３３ｋ＋１）

定理４４［４９］　设ＰＣｎ是一个ｎ长的（２ｋ＋１）多边形链，其中ｋ≥１且ｎ≥２，则

　Ｋｆ（ＰＣｎ）＝Ｋｆ（ＰＣｎ－１）＋［（４ｋ＋４） ∑
ｖ∈Ｖ（ＰＣｎ－１）

ｄ（ｖ）ｒ（ｖｎ－１，ｖ）］＋
ｎ
３（１６ｋ

３＋８０ｋ２＋１００ｋ＋３６）－

　　　　　　　　 １３（８ｋ
３＋６８ｋ２＋１０８ｋ＋４５）

定理４５［４９］　设ＰＣｎ是一个ｎ长的（２ｋ＋１）多边形链，其中ｋ≥１且ｎ≥２，则

　 Ｋｆ＋（ＰＣｎ）＝Ｋｆ
＋（ＰＣｎ－１）＋［（２ｋ＋１） ∑

ｖ∈Ｖ（ＰＣｎ－１）

ｄ（ｖ）ｒ（ｖｎ－１，ｖ）＋（４ｋ＋４）ｒ（ｖｎ－１｜ＰＣｎ－１）］＋

　　　　　　　　　（１６３ｋ
３＋７６３ｋ

２＋７８３ｋ＋７）ｎ－（
８
３ｋ

３＋６４３ｋ
２＋８０３ｋ＋８）

定理４６［４９］　设ＰＣｎ是一个ｎ长的２ｋ多边形链，其中ｋ≥２且ｎ≥２，则

Ｋｆ（ＰＣｎ）＝Ｋｆ（ＰＣｎ－１）＋２ｋｒ（ｖｎ－１｜ＰＣｎ－１）＋
ｎ
３（４ｋ

３＋１２ｋ２－ｋ）－１６（４ｋ
３＋２４ｋ２－ｋ）

定理４７［４９］　设ＰＣｎ是一个ｎ长的２ｋ多边形链，其中ｋ≥２且ｎ≥２，则

　Ｋｆ（ＰＣｎ）＝Ｋｆ（ＰＣｎ－１）＋［（４ｋ＋２） ∑
ｖ∈Ｖ（ＰＣｎ－１）

ｄ（ｖ）ｒ（ｖｎ－１，ｖ）］＋
ｎ
３（１６ｋ

３＋５６ｋ２＋３２ｋ＋４）－

　　　　　　　　 １３（８ｋ
３＋５６ｋ２＋４６ｋ＋７）
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定理４８［４９］　设ＰＣｎ是一个ｎ长的２ｋ多边形链，其中ｋ≥２且ｎ≥２，则

　　 Ｋｆ＋（ＰＣｎ）＝Ｋｆ
＋（ＰＣｎ－１）＋［２ｋ ∑

ｖ∈Ｖ（ＰＣｎ－１）

ｄ（ｖ）ｒ（ｖｎ－１，ｖ）］＋（４ｋ＋２）ｒ（ｖｎ－１｜ＰＣｎ－１）＋

　　　　　　　　　　 ｎ
３（１６ｋ

３＋５２ｋ２＋１４ｋ－１）－１３（８ｋ
３＋５２ｋ２＋２２ｋ－１）

２０２０年，彭颖君［５０］研究了线性六四角链、线性八四对角链、Ｍｂｉｕｓ线性六四环链的（乘法度 －）基尔
霍夫指标

近年来，关于网络图的基尔霍夫指标的研究吸引了许多研究者的注意，如：有线网络、集群网络、电晕

或星团网络、星形和锥形网络等．特别地，２０２０年，Ｈｕａｎｇ等［５１］得到了线性六边形（圆柱形）链的电阻距离

和基尔霍夫指标公式，并给出了线性六边形（圆柱形）链电阻距离的单调性和一些渐近性质；Ｓａｒｄａｒ等［５２］得

到了链硅酸盐网络和环硅酸盐网络的电阻距离和基尔霍夫指标公式．２０２１年，Ｐａｌａｃｉｏｓ等［５３］刻画了高对称

图簇的Ｋｅｍｅｎｙ常数和基尔霍夫指标公式；Ｋｏｏｋ等［５４］给出了单纯网络的基尔霍夫指标的计算公式，利用此公

式得到了代数连通性和基尔霍夫指标的高维类似物的一个不等式，并提出这些量作为单纯复形鲁棒性的度量．
４２　基尔霍夫指标与其他指标的关系

２００６年，Ｇｕｔｍａｎ和周波［５５］定义了图Ｇ的拉普拉斯能量：

ＬＥ＝ＬＥ（Ｇ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｕｉ－

２ｍ
ｎ


２００８年，柳柏濂等［５６］定义了图Ｇ的拟拉普拉斯能量：

ＬＥＬ＝ＬＥＬ（Ｇ）＝∑
ｎ－１

ｋ＝１
ｕ槡 ｋ

２０１２年，Ｄａｓ等［５７］比较了Ｋｆ（Ｇ）和ＬＥＬ（Ｇ），并建立了ＬＥＬ（Ｇ）＜Ｋｆ（Ｇ）的两个充分条件

定理４９［５７］　设Ｇ是一个有ｍ条边的ｎ阶连通图，最小度为δ．若２ｍ≤（ｎ－２）ｎ
２
３＋δ，则

ＬＥＬ（Ｇ）＜Ｋｆ（Ｇ）

定理４１０［５７］　设Ｇ是一个有ｍ条边的ｎ阶连通图．若２ｍ≤（ｎ－１）ｎ
２
３，则

ＬＥＬ（Ｇ）＜Ｋｆ（Ｇ）
２０１８年，Ｄａｓ和Ｇｕｔｍａｎ［５８］得到了拟拉普拉斯能量ＬＥＬ与基尔霍夫指标Ｋｆ、拉普拉斯能量ＬＥ与基尔霍

夫指标Ｋｆ的两个关系
定理４１１［５８］　设Ｇ是一个有ｍ条边的ｎ（＞２）阶连通图，Δ为顶点最大度，则

（Ｋｆ（Ｇ）－ ｎ
Δ＋１

）（Ｍ１（Ｇ）＋２ｍ－（Δ＋１）
２）≥ｎ（ＬＥＬ（Ｇ）－ Δ＋槡 １）２，

等式成立当且仅当ＧＫｎ或ＧＫ１，ｎ－１

定理４１２［５８］　设Ｇ是一个有ｍ条边的ｎ（＞２）阶连通图，则

（Ｋｆ（Ｇ）－ ｎ
Δ＋１

）（Ｍ１（Ｇ）＋２ｍ－ｋ
２）≥ｎ（ＬＥＬ（Ｇ）槡－ｋ）

２，

其中ｕ１≥ｋ≥Δ＋１（Δ为顶点最大度）

定理４１３［５８］　设Ｇ是一个有ｍ条边的ｎ阶连通图，则

（ＬＥ（Ｇ）－２ｍｎ）≤４ｍ
２［
２ｍ
ｎ３
Ｋｆ（Ｇ）－（ｎ－２）ｎ ］，

等式成立当且仅当ＧＫｎ，或ｕ１＝ｕ２＝…ｕｐ，ｕｐ＋１＝ｕｐ＋２＝… ＝ｕｎ－１（１≤ｐ≤ｎ－２），并且
１
ｕ１
＋ １ｕｎ－１

＝ｎｍ

定理４１４［５８］　设Ｇ是一个有ｍ条边的ｎ（＞２）阶连通图，则
Ｋｆ（Ｇ）（Ｍ１（Ｇ）＋２ｍ）≥ｎＬＥＬ

２（Ｇ），
等式成立当且仅当ＧＫｎ
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２０２０年，Ｍｉｌｏｅｖｉｃ＇等［５９］得到了基尔霍夫指标、图的拉普拉斯能量和度偏差之间的关系．这里Ｍ１（Ｇ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｄ２ｉ，Ｆ（Ｇ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｄ３ｉ，Ｓ（Ｇ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｄｉ－
２ｍ
ｎ
，Ｃ３（Ｇ）为循环圈的个数

定理４１５［５９］　设Ｇ是一个有ｍ条边的ｎ（≥２）阶连通图，则

ｎ（ＬＥ（Ｇ）－２ｍｎ）
２≤Ｋｆ（Ｇ）（Ｆ（Ｇ）＋３ｎ－４ｍｎ Ｍ１（Ｇ）－６Ｃ３（Ｇ）＋

８ｍ２（ｍ－ｎ）
ｎ２

），

等式成立当且仅当ＧＫｎ，或ｕ１＝ｕ２＝…ｕｐ，ｕｐ＋１＝ｕｐ＋２＝… ＝ｕｎ－１（１≤ｐ≤ｎ－２），并且ｎ（ｕ
２
１＋ｕ

２
ｎ－１）＝

２ｍ（ｕ１＋ｕｎ－１）
定理４１６［５９］　设Ｇ是一个有ｍ条边的ｎ（≥２）阶连通图，则

ｎＬＥＬ４（Ｇ）≤８ｍ３Ｋｆ（Ｇ），
等式成立当且仅当ＧＫｎ

定理４１７［５９］　设Ｇ是一个有ｍ条边的ｎ（≥２）阶连通图，则

Ｋｆ（Ｇ）≥ｎ
２（ｎ－１）－２ｍ

２ｍ ＋ｎ－１
４ｍ２

（
（ｎΔ－２ｍ）２

Δ
＋（ｎＳ（Ｇ）＋２ｍ－ｎΔ）

２

２ｍ－Δ
），

等式成立当且仅当ＧＫｎ，或ＧＫ１，ｎ－１，或ＧΓｄ
定理４１８［５９］　设Ｇ是一个有ｍ条边的ｎ（≥２）阶连通图，则

Ｋｆ（Ｇ）≥ｎ
２（ｎ－１）－２ｍ

２ｍ ＋ｎ
２（ｎ－１）
４ｍ２

（

（Δ－２ｍｎ）
２

Δ
＋
（δ－２ｍｎ）

２

δ
＋（Ｓ（Ｇ）－Δ＋δ）

２

２ｍ－Δ－δ
），

等式成立当且仅当ＧＫｎ，或ＧＫ１，ｎ－１，或ＧΓｄ
定理４１９［５９］　设Ｇ是一个有ｍ条边的ｎ（≥２）阶连通图，则

８ｍ３（Ｋｆ（Ｇ）＋１）－ｎ２（ｎ－１）Ｓ２（Ｇ）≥４ｎ２（ｎ－１）ｍ２，
等式成立当且仅当ＧＫｎ或ＧΓｄ

定理４２０［５９］　设Ｇ是一个有ｍ条边的ｎ（≥２）阶连通图，则

（Ｋｆ（Ｇ）＋１）（Ｆ（Ｇ）－４ｍｎＭ１（Ｇ）＋
８ｍ３

ｎ２
）≥（ｎ－１）Ｓ２（Ｇ），

等式成立当且仅当Ｇ是正则图
对于一些特殊图类，如赋权图、赋权轮图、具有固定割顶点数的图、完全多部图、莫比乌斯阶梯（Ｍｎ＝

Ｃ２ｎ（１，ｎ））和棱镜图（Ｐｒｎ ＝Ｃｎ×Ｐ２）
［６０］的Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ指标也分别得到了刻画特别地，２０１８年Ｍｉｔｓｕｈａｓｈｉ

等［６１］首次提出加权基尔霍夫指标，并给出正则覆盖图的基尔霍夫指标；２０２１年，Ｌｉｎ等［６２］给出了混合图的

埃尔米特基尔霍夫指标与鲁棒性；２０１７年，刘家保［６３］在《电阻距离和基尔霍夫指标的研究》中刻画了双圈

图、仙人掌图、超立方体网络等的基尔霍夫指标，并得到了一些新的有意义的结果
定理４２１［６０］　莫比乌斯阶梯（Ｍｎ ＝Ｃ２ｎ（１，ｎ））的基尔霍夫指标为：

Ｋｆ（Ｍｎ）＝
ｎ３－ｎ
６ ＋

ｎ２ｔａｎｈ（ｎ２ａｒｃｃｏｓｈ２）

槡３


定理４２２［６０］　棱镜图（Ｐｒｎ ＝Ｃｎ×Ｐ２）的基尔霍夫指标为：

Ｋｆ（Ｐｒｎ）＝
ｎ３－ｎ
６ ＋

ｎ２ｃｏｔｈ（ｎ２ａｒｃｃｏｓｈ２）

槡３


５　一些猜想和未解决的问题

１）２０２０年，文献［４６］研究了在ｎ，ｍ，ｋ中求最小基尔霍夫指标的问题，即求最小值给定ｋ分布性图的基
尔霍夫指标．该文章从理论上部分地解决了这个问题，并提出了采用包括穷举搜索和３种计算策略在内的算法

０７ 　　　　　　　　　　　　　　昆明学院学报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０２１年１２月



来解决问题．然而，在ｎ，ｍ，ｋ中具有最小基尔霍夫指标的最优图的完全刻画问题尚有待进一步解决．
２）文献［５０］的最后提出了一些尚待解决的问题：
（ａ）可以进一步考虑对有一个割点的线性六四角链的分子图的拉普拉斯谱以及基尔霍夫指标和支撑数

目的研究；

（ｂ）可以进一步考虑对Ｍｂｉｕｓ线性八四对角链的拉普拉斯谱及基尔霍夫指标和支撑树数目，以及正规
拉普拉斯谱及度基尔霍夫指标与支撑数目的研究；

（ｃ）可以进一步对四边形、六边形及八边形在一个线性链中同时出现或对非线性及其他边形的角链类
型的相关问题进一步研究
３）在第２节中，就单圈图而言，可以考虑加一些限制条件的单圈图，如具有完美匹配的单圈图和确定

悬挂点个数的单圈图．对于双圈图，可以继续考虑具有３个圈的双圈图的基尔霍夫指标
４）２０２１年，文献［５４］中提出了一个开放的问题，并给出下列恒等式的组合证明：

ｎ
ｎ－２

ｄ－( )１ －１
×∑
δ∈Σｄ

ｋｄ（Ｘ／δ）＝ ∑
（Ｆ，Ｒ）∈ＲＦ（Ｘ）

Ｈｄ－１（Ｆ，Ｒ）
２

５）２０２０年，文献 ［６４］中的定理６认为在所有具有任意固定直径的二部图中，基尔霍夫指标最小和
最大的图可以用同样的方法确定．但是在所有直径大于３的二部图中刻画第二小、第三小以及第二大和第
三大的基尔霍夫指标将是一个非常具有挑战性的问题．
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