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橡胶粘弹性分数导数本构模型合理性研究

何松林，俞　安，任　杰
（昆明学院 机电工程学院，云南 昆明 ６５０２１４）

摘要：采用拉普拉斯变换求解仅受与分数阶导数项成正比的力作用的质点运动微分方程，由其解析解看

出，质点作阻尼振动，据此提出可采用分数导数项描述橡胶材料的粘弹性力，并计算得出标准 Ｋｅｌｖｉｎ

Ｖｏｉｇｔ模型和分数导数模型下橡皮筋振子自由振动周期．实验发现，橡皮筋振子自由振动的周期比相应的

谐振子周期小 （约６％），所得结果与分数导数模型的预测一致，而与标准ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型的预测偏离．
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　　橡胶是具有多种特殊性质的材料，在工业中有广泛的应用．为了在工程实践中充分利用各种橡胶材
料，弄清楚各类橡胶材料的力学性质就显得格外重要［１］．橡胶既具有超弹性又具有粘弹性，为描述其力
学性质，出现了多种本构模型，而建立模型几乎都采用对具体材料或结构的实验数据进行非线性最小二乘

拟合的方法，并依据拟合精度的要求确定参数个数［２－７］，对于工程应用而言，这样的做法无可厚非，特别

是现代计算机具有强大的功能，很容易支持采用这些模型进行工程建模，但此方法又似乎缺乏对材料性质

产生机制及如何更好描述材料性质等方面的探究．因此，本文拟通过对仅受与分数阶导数项成正比的力作
用的质点运动微分方程的求解，对由橡皮筋和质量块构成的橡皮筋振子自由振动进行理论分析和实验观

察，以说明采用分数导数本构模型描述橡胶材料的粘弹性是更加合理的选择．

１　橡胶材料本构模型现状

橡胶材料的力学性质非常复杂，其既具有超弹性也具有粘弹性．在静态或准静态时，其主要表现出非
线性弹性和蠕变、松弛等静态粘弹性行为，而在动态时则表现出力学性质随载荷加载快慢变化的动态粘弹

性行为．为描述这些性质，出现了专门针对其非线性弹性的超弹本构模型［２，５，６］，以及针对其粘弹性的粘



弹本构模型［３］和试图全面描述其性质的超弹－粘弹本构模型［４，７］．超弹本构模型数量众多，但都可以归为
采用统计热力学和连续介质力学确定应变能函数两大类．粘弹性本构模型的建立主要是根据实验数据拟合
出数学表达式，这种方法能够高精度逼近实验曲线，但模型参数没有明确的物理意义．至于超弹－粘弹本
构模型，则是将已有的超弹和粘弹模型结合起来去处理具体材料的力学性质．

材料的结构决定其性质是自然科学的重要思想，因而采用基于对材料结构认识所作的假设而推导出的

本构模型应该是更合理的选择，也许此模型对实验数据的拟合精度不够高，但可通过对假设的修正或增加

相应的条件逐渐改善．而仅仅采用拟合实验数据的做法，可能会削弱对材料力学性质产生的机理的探究，
且拟合得到的关系式难以在与实验条件差异较大的情况下应用．此外，能反映本质规律的表达式应该是简
捷的，换句话说，太多个参数的本构方程可能不能揭示材料的本质特征．

当探讨涉及橡胶粘弹性问题时，标准机械模型是经常采用的一类本构模型［８］．此模型将粘弹性视为
既有弹性又有粘性，采用弹簧模型描述弹性，用牛顿粘壶描述粘性．不同数量的弹簧和粘壶串联或并联构
成不同的模型，比如：一个弹簧和一个粘壶并联构成 ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型；一个弹簧和一个粘壶串联构成
Ｍａｘｗｅｌｌ模型；一个弹簧和一个ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型串联构成三元件模型等．标准机械模型在工程建模中有大
量的应用，但该模型将高分子材料特有的统一粘弹性用粘性和弹性的不同组合进行描述，存在无法探究结

构与性质关系的不足．当然，这主要是由于难以找到直接描述粘弹性的数学工具而造成的．
近年来，随着分数阶微积分的发展，它也被用来处理粘弹性问题［９－１２］，很多工作已证明分数阶导数

模型 （即用Ａｂｅｌ体代替牛顿粘壶后构成的机械模型）对实验数据的拟合有更好的效果．虽然有采用分数
阶导数模型进行橡胶材料构件建模分析研究的报道，但分数导数模型是否能更好地描述粘弹性，它是否更

接近粘弹性的本质等问题都没有解决，加之人们对分数阶微积分的相对陌生，多数实际工程建模仍采用传

统机械模型．

２　粘弹性力可以由分数导数项表示

设一个质点，仅仅受到与分数阶导数项成正比的力的作用，由牛顿第二定律可得质点得运动微分方程为

ｘ ＋ｋｄ
α

ｄｔα
ｘ＝０， （１）

其中ｋ为常数，０＜α≤１是Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数的阶数．
设初始条件为ｘ（０）＝ｘ０，ｘ

·
（０）＝ｖ０，对上式进行拉普拉斯变换

Ｌ［ｘ ＋ｋｄ
α

ｄｔα
ｘ；ｓ］＝Ｌ［０；ｓ］， （２）

利用二阶导数及Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数Ｌａｐｌａｃｅ变换的性质［１３］得

ｓ２Ｘ（ｓ）－ｓｘ０－ｖ０＋ｋ［ｓαＸ（ｓ）－ｓα
－１ｘ０］＝０， （３）

即 Ｘ（ｓ）＝ ｓ１－α

ｓ２＋ｋｓα
ｘ０＋ｋ

ｓ－１

ｓ２＋ｋｓα
ｘ０＋

ｓ－α

ｓ２＋ｋｓα
ｖ０． （４）

由ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数的Ｌａｐｌａｃｅ变换公式

∫０
＋∞
ｅ－ｓｔｔαｋ＋β－１Ｅ（ｋ）α，β（±ａｔ

α）ｄｔ＝ ｋ！ｓα－β

（ｓα＋—ａ）ｋ＋１
，（Ｒｅ（α）＞︳ａ︳

１
２）， （５）

其中Ｅ（ｋ）α，β（ｚ）是双参数的ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数的ｋ阶导数，可以得到

Ｌ－１［ ｓ１－α

ｓ２＋ｋｓα
；ｔ］＝Ｅ２－α，１（－ｋｔ

２－α）， （６）

　　 Ｌ－１［ ｓ－１

ｓ２＋ｋｓα
；ｔ］＝ｔ２－αＥ２－α，３－α（－ｋｔ

２－α）， （７）

Ｌ－１［ ｓ－α

ｓ２＋ｋｓα
；ｔ］＝ｔＥ２－α，２（－ｋｔ

２－α）． （８）
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对（４）式进行Ｌａｐｌａｃｅ反变换，并将（６）、（７）和（８）式代入，得方程（１）满足所设初始条件的特解为
ｘ（ｔ）＝ｘ０Ｅ２－α，１（－ｋｔ

２－α）＋ｋｘ０ｔ
２－αＥ２－α，３－α（－ｋｔ

２－α）＋ｖ０ｔＥ２－α，２（－ｋｔ
２－α）． （９）

由双参数ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数和Ｇａｍｍａｒ函数的定义及性质可得

Ｅ２－α，１（ｚ）＝∑
∞

ｋ＝０

ｚｋ

Γ［ｋ（２－α）＋１］
， （１０）

Ｅ２－α，３－α（ｚ）＝∑
∞

ｋ＝０

ｚｋ

Γ［ｋ（２－α）＋１］
＝ １ｚ∑

∞

ｋ＝０

ｚｋ＋１

Γ［（ｋ＋１）（２－α）＋１］
， （１１）

令ｊ＝ｋ＋１，（１１）式化为

Ｅ２－α，３－α（ｚ）＝
１
ｚ｛∑

∞

ｊ＝０

ｚｊ

Γ［ｊ（２－α）＋１］
－ ｚ０

Γ（１）
｝＝ １ｚ［Ｅ２－α，１（ｚ）－１］ （１２）

利用（１２）式可将（９）式化简，得到方程（１）的解为
ｘ（ｔ）＝ｘ０＋ｖ０ｔＥ２－α，２（－ｋｔ

２－α）， （１３）
（１３）式是方程（１）的精确解，由（１３）式可看出，受到与分数阶导数项成正比的力作用的质点的位移随时间
的变化只与质点的初速度有关，与初始位移没有关系；若质点初速度为零，质点将静止在初始位置．从这个角
度来看，与分数阶导数项成正比的力是一种阻力．

为考察在不同阶数的分数阶导数力作用下质点的位移随时间的变化情况，在ｘ０＝１ｍ，ｖ０＝１ｍ／ｓ，ｋ＝

１ｓα－２的情况下，对不同α取值，按（１３）式作出运动曲线，如图１所示．

图１　不同阶数的分数阻尼力下质点的位移时间图

从图１可看出，随α值由１逐渐向趋近于０，质点的运动由单向地趋于平衡位置，逐渐变成在平衡位
置附近振荡，且振幅的衰减逐渐变慢，“振荡性”逐渐增强．

众所周知，受弹性力作用的质点 （谐振子）的振动，会因为粘性阻力的存在使振幅衰减，甚至会让

质点变成单向运动．因而，从上面的分析可以看出，分数阶导数项力既可提供 “弹性”，同时也能提供

“阻尼”，分数导数项的阶数α会影响两者的比例．
高分子材料的粘弹性使其既表现出弹性又表现出粘性，而不同材料表现出的 “弹性”和 “粘性”的

占比各不相同，这与受分数阶导数项力作用的质点表现出的运动性质相同．由此，本文提出，采用分数阶
导数项力去描述材料的粘弹性力；分数阶导数的阶数 α作为表征材料粘弹性的参数，称为粘弹度，是一
个由材料结构确定的无量纲实数．

３　传统ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ和分数导数模型下橡皮筋振子的运动

为了考察粘弹性分数导数模型的合理性，将其与常见的ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型进行对比研究．
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设有一根轻质橡皮筋，其一端固定，另一端连接一个质量为 ｍ的质点，质点可在光滑水平面上自由
运动，将这样的系统称为橡皮筋振子 （图２）．换句话说，仅受轻质橡皮筋作用的质点构成橡皮筋振子．

　图２　橡皮筋振子示意图

如图２所示，质点在光滑水平面上自由运动，自始至
终只受到橡皮筋的张力作用，将该力记为Ｆ，它由橡皮筋
材料的超弹性和粘弹性形成的弹性力Ｎ和粘弹性力ｆ叠加
而成．橡胶材料的超弹性主要表现为非线性弹性，即应力
随应变的变化是非线性的．但在温度和环境条件不改变，
以及在一定的应变范围内，应力随应变的变化关系满足胡克定律．即橡皮筋的弹性力为

　　　　　　　　　　　　　　　Ｎ＝－ｋ０ｘ（ｔ）， （１４）
其中ｋ０称为橡皮筋的弹性系数．

若采用传统的ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型描述橡胶的粘弹性，粘弹性被看成一个理想弹簧和一个理想粘壶串联．
此模型下，橡皮筋的粘弹性力表示为

ｆ＝－ｋ１ｘ（ｔ）－ｃ１ｘ
·
（ｔ）， （１５）

其中ｋ１，ｃ１是与橡皮筋材料和几何尺寸有关的常数．在此情况下，橡皮筋的张力可表示为

Ｆ＝－ｋｘ（ｔ）－ｃ１ｘ
·
（ｔ）， （１６）

其中ｋ＝ｋ０＋ｋ１．
如果采用分数导数模型，用分数阶导数项力表示橡胶材料的粘弹性力，有

ｆ＝－ｃ２
ｄα

ｄｔα
ｘ（ｔ）， （１７）

则橡皮筋的张力可表示为

Ｆ＝－ｋ′ｘ（ｔ）－ｃ２
ｄα

ｄｔα
ｘ（ｔ）， （１８）

其中ｋ′＝ｋ．
由（１６）和（１８）式可见，无论是采用ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型还是分数导数模型，橡皮筋的张力都由两部分构

成，一部分与伸长量成正比，另一部分与伸长量随时间的变化量有关系．若采用静态拉伸法测橡皮筋的弹性
系数，由于伸长量随时间的变化量可视为零，可得到ｋ′＝ｋ．

对于图 ２所示的橡皮筋振子，利用牛顿第二定律，考虑橡皮筋张力的表达式（１６），得到由标准
ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型得到橡皮筋振子的运动微分方程为

ｘ（ｔ）＋２ξω０ｘ·（ｔ）＋ω
２
０ｘ（ｔ）＝０， （１９）

其中ω０ ＝
ｋ
槡ｍ

，ξ＝
ｃ１
２槡ｋｍ

．

若采用分数阶导数项模型，考虑橡皮筋张力的表达式（１８），橡皮筋振子的运动方程为

ｘ（ｔ）＋２βｄ
α

ｄｔα
ｘ（ｔ）＋ω２０ｘ（ｔ）＝０， （２０）

其中ω０ ＝
ｋ
槡ｍ

，β＝
ｃ２
２ｍ．

（１９）式和（２０）式分别是谐振子在粘性阻尼和分数阻尼下的自由振动方程．若初始条件设为
ｘ（０）＝ｘ０，ｘ

·
（０）＝０， （２１）

则（１９）式的解为
ｘ（ｔ）＝ｘ０ｅ

－ξω０ｔｃｏｓ（ωｄｔ）， （２２）

其中ωｄ ＝ω０ １－ξ槡
２ ＜ω０．

由于（２０）式是含分数阶导数项的二阶常微分方程，至今没有精确解的报导．采用平均法［１４］可求得其近

似解析解为
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ｘ（ｔ）＝ｘ０ｅ
－βω０

α－１ｓｉｎαπ２ｔｃｏｓ（ω′ｄｔ）， （２３）

其中ω′ｄ ＝ω０（１＋βωα
－１
０ ｃｏｓαπ２）＞ω０．数值模拟发现，当β＜１时，（２３）式的精确度很高．

若将由橡皮筋静态拉伸法测出的弹性系数ｋ和质点质量ｍ确定的谐振子自由振动周期设为

Ｔ０ ＝
２π
ω０
， （２４）

则按传统ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型预测的橡皮筋振子自由振动的周期为

Ｔｄ ＝
２π
ωｄ
＞Ｔ０， （２５）

而按分数导数模型预测的橡皮筋振子的周期为

Ｔ′ｄ ＝
２π
ω′ｄ
＜Ｔ０． （２６）

从上面的分析可以看出，构建一个可视为橡皮筋振子的橡皮筋质量系统，通过静态拉伸法测量出橡皮筋

的弹性系数ｋ，测量出系统的质量ｍ后，可以算出谐振子自由振动周期Ｔ０．
观察橡皮筋质量系统的自由振动实验，测出振动周期Ｔｓ．根据Ｔｓ是大于还是小于Ｔ０，就可以判定哪一种

模型更合理．

４　橡皮筋质量系统的自由振动实验

为了判断ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型和分数导数模型哪一个更合理，用工业橡皮筋与质量块构成橡皮筋质量系
统进行自由振动实验．橡皮筋长约２５ｃｍ，横截面约为１２ｍｍ×１２ｍｍ的正方形，质量为 ｍ０＝１１４ｇ．
实验在复旦天欣科教仪器有限公司产的ＦＤＧＬＢⅡ新型焦利式秤实验仪上进行．

采用静态拉伸法测量橡皮筋的弹性系数．将橡皮筋一端固定在铁架台上，另一端与钩码架连接，在钩
码架上增减钩码，并测出橡皮筋对应的长度．对测量得到的拉力增量与橡皮筋伸长量数据进行线性回归分
析，得到橡皮筋的弹性系数ｋ＝９０９６８Ｎ／ｍ．

将橡皮筋的一端固定在铁架台上，另一端与质量为Ｍ＝７９３７ｇ的物体 （钩码及附加磁钢）连接，构

成橡皮筋质量系统．将钩码向下拉离平衡位置，并由静止开始释放，观察到物体做振幅衰减的周期振动，
逐渐趋向平衡位置．采用由磁钢触发霍尔开关进行次数控制的方式，用ＦＤＣＴⅡ型计数计时仪多次测量４
个周期对应的时间，测出橡皮筋质量系统自由振动周期为Ｔｓ＝０５５３３ｓ．

由于空气阻力和悬挂点处的摩擦力影响很小，可忽略不计．将物体和橡皮筋的折合质量作为质点质
量，则橡皮筋质量系统可视为橡皮筋振子．即上述橡皮筋质量系统的振动实验，可视为弹性系数
ｋ＝９０９６８Ｎ／ｍ，质点质量ｍ＝Ｍ＋１／３ｍ０＝７９７５ｇ橡皮筋振子的自由振动．由 （２４）式得

Ｔ０＝
２π
ω０
ｍ
槡ｋ

＝０５８８３ｓ．

实验测得Ｔｓ＝０５５３３ｓ，而Ｔ０＝０５８８３ｓ．由此可见，Ｔｓ比 Ｔ０小，约为６％．由 （２５）式和 （２６）
式可知，分数导数模型比ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型更合理．

５　小结

综上所述，本文得出仅受与分数阶导数项成正比力作用质点的运动微分方程的解析解，并依据该解析

解的性质，提出可采用分数阶导数项去描述高分子材料的粘弹性力．通过对实验测量得到的橡皮筋质量系
统自由振动的周期与传统的ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型及分数导数模型预测的周期值进行分析比较，证明了分数阶
导数模型更加合理．

粘弹性材料标准机械模型的思想基础是认为粘弹性是弹性与粘性的组合，而分数导数模型是用分数阶

导数项直接描述材料的粘弹性，这应该更贴近材料的实际性质．采用分数导数模型去分析、解释各种高分
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子材料的静态和动态粘弹性效应，逐渐完善粘弹性分数导数本构模型，将是今后研究工作的努力方向．
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