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最大分数 ｆ因子的注记
高　炜

（云南师范大学 信息学院，云南 昆明 ６５０５００）

摘要：假设图Ｇ存在分数ｆ因子，则把其拥有最多边数的分数ｆ因子称为Ｇ的最大分数ｆ因子．在两个不
同分数ｆ因子中定义符号交错路和调整操作，证明可以通过有限次调整操作使得两个分数ｆ因子通过它们
对应的示性函数的转变而相互转变．定义增广路，并且证明关于示性函数ｈ的分数ｆ因子是最大分数ｆ因
子的充分必要条件是Ｇ中不存在关于示性函数ｈ的增广路．
关键词：图；分数因子；符号交错路；增广路
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１　预备知识

本文只考虑无向有限简单图．设Ｇ＝（Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ））是一个图，ｆ和 ｇ是定义在 Ｖ（Ｇ）上的非负整数值
函数，对任意顶点ｘ并满足ｇ（ｘ）≤ｆ（ｘ）．示性函数ｈ：Ｅ（Ｇ）→［０，１］满足ｇ（ｘ）≤∑

ｅ～ｘ
ｈ（ｅ）≤ｆ（ｘ）成立，其中

ｅ～ｘ表示和顶点ｘ相关联的边．∑
ｅ～ｘ
ｈ（ｅ）称为顶点ｘ的分数度．令Ｅｈ＝｛ｅ∈Ｅ（Ｇ）：ｈ（ｅ）＞０｝，则Ｇ的支撑

子图Ｇｈ满足Ｅ（Ｇｈ）＝Ｅｈ称为图Ｇ的一个分数（ｇ，ｆ）因子．进而，分数（ｇ，ｆ）因子Ｇｈ的边数就是在示性函
数ｈ下值大于零的边数．此方面的相关研究可参阅文献 ［１－７］．

若ｆ≡ｇ，则分数（ｇ，ｆ）因子称为分数 ｆ因子．若 ｇ（ｘ）＝ａ，ｆ（ｘ）＝ｂ对任意顶点 ｘ都成立，则分数
（ｇ，ｆ）因子称为分数［ａ，ｂ］因子．特别地，若对任意顶点ｘ有ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＝ｋ，则分数（ｇ，ｆ）因子称为分
数ｋ因子．

假设图Ｇ存在多个分数ｆ因子，把拥有最多边数的分数ｆ因子称为图Ｇ的最大分数ｆ因子．为了刻画
最大分数ｆ因子的特征，首先在分数ｆ因子框架下给出在符号交错路，调整操作以及增广路的概念．

约定本文中给出的路径允许每条边最多出现两次．设Ｇｈ１和Ｇｈ２是图Ｇ分别关于示性函数ｈ１和ｈ２的分
数ｆ因子．记



Ｅ＋ｈ１，ｈ２＝｛ｅ∈Ｅ（Ｇ）：ｈ１（ｅ）＞ｈ２（ｅ）｝，

Ｅ－ｈ１，ｈ２＝｛ｅ∈Ｅ（Ｇ）：ｈ１（ｅ）＜ｈ２（ｅ）｝．
图Ｇ关于ｈ１和ｈ２的符号交错路是一个长度为偶数的闭路径，记为Ｃ＝（ｅ１，ｅ２，…，ｅ２ｍ），其边交替属于

Ｅ＋ｈ１，ｈ２和Ｅ
－
ｈ１，ｈ２．符号交错路上的调整操作旨在减少 Ｅ＋ｈ１，ｈ２ 和 Ｅ－ｈ１，ｈ２ ，具体操作如下：记Δｈ１，ｈ２＝ｈ１－ｈ２．如

果边ｅ在该路径上出现两次，则可以把它看成两条平行边ｅ′和ｅ″，且分别分配
Δｈ１，ｈ２ （ｅ）
２ 到ｅ′和ｅ″．设ε＝

ｍｉｎ
ｅ∈Ｅ（Ｃ）

｛Δｈ１，ｈ２（ｅ）｝．不失一般性，可设Δｈ１，ｈ２（ｅ１）＞０．定义新的示性函数 ｈ３如下：ｈ３（ｅｉ）＝ｈ１（ｅｉ）－ε若 ｉ

是奇数；ｈ３（ｅｉ）＝ｈ１（ｅｉ）＋ε若ｉ是偶数；对所有ｅ∈Ｅ（Ｇ）－Ｅ（Ｃ）有 ｈ３（ｅ）＝ｈ１（ｅ）．在调整操作之后，再
将平行边ｅ′和ｅ″合并为ｅ，令ｈ３（ｅ）＝ｈ３（ｅ′）＋ｈ３（ｅ″）．由于调整操作没有改变顶点ｘ在示性函数ｈ１下的分
数度，因此Ｇｈ３是图Ｇ的关于示性函数ｈ３的分数ｆ因子，但Ｅｈ３－ｈ２的基数小于的Ｅｈ１－ｈ２的基数，即

Ｅ＋ｈ３，ｈ２ ＋ Ｅ
－
ｈ３，ｈ２ ＜ Ｅ

＋
ｈ１，ｈ２ ＋ Ｅ

－
ｈ１，ｈ２ ．

图Ｇ关于示性函数ｈ的增广路 Ｗ是一条长度为偶数的闭路径，它的边在大于０和小于１之间交替，
且至少有一条边在ｈ下的值为０．若将增广路定义为边的序列Ｗ＝（ｅ０，ｅ１，…，ｅ２ｍ－１，ｅ０），则对于０≤ｒ≤ｍ－１
有ｈ（ｅ２ｒ）＜１和ｈ（ｅ２ｒ＋１）＞０成立，且对某些ｉ有ｈ（ｅ２ｉ）＝０．

２　主要结论及证明

下述定理１说明了图Ｇ的任何两个分数ｆ因子可以通过有限次调整操作进行相互转换．
定理１　设Ｇｈ１和Ｇｈ２是图Ｇ分别关于示性函数ｈ１和ｈ２的分数ｆ因子．则Ｇｈ２可以由Ｇｈ１通过有限次重

复调整操作得到．
证明　假设ｆ≠ｇ，定义边集合

Ｅｈ１≠ｈ２＝｛ｅ∈Ｅ（Ｇ）：ｈ１（ｅ）≠ｈ２（ｅ）｝．
由于Ｅｈ１≠ｈ２≠，可设Ｈ是由边集Ｅｈ１≠ｈ２导出的子图，对于Ｈ中的边ｅ设Δｈ１，ｈ２（ｅ）＝ｈ１（ｅ）－ｈ２（ｅ）．定

义Ｅ＋Ｈ ＝Ｅ
＋＝｛ｅ∈Ｅ（Ｈ）：Δｈ１，ｈ２（ｅ）＞０｝和Ｅ

－
Ｈ ＝Ｅ

－＝｛ｅ∈Ｅ（Ｈ）：Δｈ１，ｈ２（ｅ）＜０｝．对于顶点ｘ，设Ｅｘ是Ｇ中与

顶点ｘ相关联的边的集合．从而对任意顶点 ｘ∈Ｖ（Ｈ）有 Ｅ＋Ｈ∩Ｅｘ ≥１或 Ｅ－Ｈ∩Ｅｘ ≥１成立，进而得
到δ（Ｈ）≥２．

下面说明Ｈ中存在关于示性函数ｈ１和ｈ２的符号交错路．假设符号交错圈不存在，则在Ｈ中取长度最
长的符号交错路Ｐ＝ｘ１ｘ２…ｘｍ．不妨设Δｈ１，ｈ２（ｘ１ｘ２）＞０，下面分两种情况讨论．
１）若ｍ是奇数，则Δｈ１，ｈ２（ｘｍ－１ｘｍ）＜０．由于δ（Ｈ）≥２，必然存在ｉ，ｊ∈｛１，２，…，ｍ｝使得Δｈ１，ｈ２（ｘ１ｘｉ）＜

０和Δｈ１，ｈ２（ｘｍｘｊ）＞０成立．从而Ｃ１＝（ｘ１，…，ｘｉ，ｘ１）和Ｃ２＝（ｘｊ，…，ｘｍ，ｘｊ）均为奇圈．若ｉ＞ｊ，则Ｃ＝（ｘ１，…，
ｘｊ，ｘｍ，…，ｘｉ，ｘ１）是Ｈ的符号交错圈；若 ｉ≤ｊ，则 Ｃ＝（ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘｊ，…，ｘｍ，ｘｊ，…，ｘｉ，ｘ１）是 Ｈ的符号交
错圈．
２）若ｍ是偶数，则Δｈ１，ｈ２（ｘｍ－１ｘｍ）＞０．由于δ（Ｈ）≥２，必然存在ｉ，ｊ∈｛１，２，…，ｍ｝使得Δｈ１，ｈ２（ｘ１ｘｉ）＜

０和Δｈ１，ｈ２（ｘｍｘｊ）＜０成立．从而Ｃ１＝（ｘ１，…，ｘｉ，ｘ１）和Ｃ２＝（ｘｊ，…，ｘｍ，ｘｊ）均为奇圈．若ｉ＞ｊ，则Ｃ＝（ｘ１，…，
ｘｊ，ｘｍ，…，ｘｉ，ｘ１）是Ｈ的符号交错圈；若 ｉ≤ｊ，则 Ｃ＝（ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘｊ，…，ｘｍ，ｘｊ，…，ｘｉ，ｘ１）是 Ｈ的符号交
错圈．

由于Ｈ中存在符号交错路，进而通过调整操作得到示性函数 ｈ３，使得 Ｅ＋ｈ３，ｈ２ ＋ Ｅ
－
ｈ３，ｈ２ ＜ Ｅ

＋
ｈ１，ｈ２ ＋

Ｅ－ｈ１，ｈ２ ．若ｈ３≠ｈ２，则重复调整操作，进而得到示性函数序列，在有限次调整后使得最后得到的示性函
数与ｈ２相同．

下述定理２刻画了最大分数ｆ因子的特性．
定理２　设Ｇｈ是图Ｇ分别关于示性函数ｈ的分数ｆ因子．则Ｇｈ是最大分数ｆ因子当且仅当Ｇ不存在

关于ｈ的增广路．
证明　设Ｇｈ是最大分数ｆ因子且Ｇ存在增广路Ｃ＝（ｅ１，ｅ２，…，ｅｍ）．设Ｅ′（Ｃ）＝｛ｅ∈Ｅ′（Ｃ）：０＜ｈ（ｅ）＜
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１｝，Ｃ中每条边出现不超过ｐ次，且

ε＝１２ｐｍｉｎｅ∈Ｅ′（Ｃ）
｛ｍｉｎ｛ｈ（ｅ），１－ｈ（ｅ）｝｝．

不失一般性，可以设ｈ（ｅ１）＝０．设：ｈ′（ｅｉ）＝ε若ｉ是奇数；ｈ′（ｅｉ）＝－ε若 ｉ是偶数；ｈ′（ｅ）＝０若 ｅ∈
Ｅ（Ｇ）－Ｅ（Ｃ）．则Ｇｈ＋ｈ′是Ｇ的关于示性函数ｈ＋ｈ′的分数 ｆ因子，而它的边数为大于 Ｇｈ的边数，这与 Ｇｈ
是最大分数ｆ因子的假设矛盾．

反之，设Ｇ中没有关于ｈ的增广路，证明Ｇｈ是Ｇ的最大分数ｆ因子．否则，设Ｇｈ′是Ｇ的最大分数ｆ
因子，对应示性函数ｈ′，且 Ｅｈ′ ＞ Ｅｈ ．进而至少存在一条边 ｅ１∈Ｅ（Ｇ）使得 ｈ′（ｅ１）＞０和 ｈ（ｅ１）＝０成
立．根据定理１，Ｇｈ′可以由Ｇｈ通过一些列调整操作得到，且设ｈ＝ｈ０，ｈ１，…，ｈｓ－１，ｈｓ＝ｈ′是调整超过过程中
对应的示性函数序列，ｒ是满足ｈｒ－１（ｅ１）＝０和ｈｒ（ｅ１）＞０的最小下标．进而在Ｇｈｒ－１中存在符号交错圈Ｃ＝
（ｅ１，ｅ２，…，ｅｍ）包含ｅ１．根据符号交错路的定义可知：对任意满足 ｈ（ｅ）＜ｈ′（ｅ）的 ｅ∈Ｅ（Ｃ），有 ｈｒ－１（ｅ）＜
ｈｒ（ｅ）；对任意满足ｈ（ｅ）＞ｈ′（ｅ）的ｅ∈Ｅ（Ｃ），有ｈｒ－１（ｅ）＞ｈｒ（ｅ）．进而有：对所有满足ｈ（ｅ）＜ｈ′（ｅ）的ｅ∈
Ｅ（Ｇ），对任意ｉ＝０，１，…，ｓ－１有ｈｉ（ｅ）≤ｈｉ＋１（ｅ）；对所有满足ｈ（ｅ）＞ｈ′（ｅ）的 ｅ∈Ｅ（Ｇ），对任意 ｉ＝０，１，
…，ｓ－１有ｈｉ（ｅ）≥ｈｉ＋１（ｅ）．进一步，对奇数ｊ，有

ｈ（ｅｊ）≤ｈｒ－１（ｅｊ）＜ｈｒ（ｅｊ）≤ｈ′（ｅｊ）≤１．
对偶数ｊ，有

ｈ（ｅｊ）≥ｈｒ－１（ｅｊ）＞ｈｒ（ｅｊ）≥ｈ′（ｅｊ）≥０．
根据ｅ１的选择可知Ｃ是Ｇ中关于示性函数ｈ的增广路，与假设矛盾．

３　小结和讨论

本文指出图Ｇ的两个不同两个分数ｆ因子可以通过有限次调整操作进行相互转换，并且从增广路的角
度给出Ｇｈ是最大分数ｆ因子的充分必要条件．然而本文中给出的定理１和定理２无法直接推广到分数
（ｇ，ｆ）因子或者分数［ａ，ｂ］因子，其根本原因在于不同分数（ｇ，ｆ）因子或分数［ａ，ｂ］因子在具体某个顶点
上的值不固定，导致定理１证明过程中的δ（Ｈ）≥２不一定成立．而定理２的证明是基于定理１的，因此
定理２也无法直接推广．关于最大分数（ｇ，ｆ）因子或最大分数［ａ，ｂ］因子的刻画，还需要进一步研究．
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［３］ＧＡＯＷ，ＧＵＩＲＡＯＪＬＧ，ＣＨＥＮＹ．Ａｔｏｕｇｈｎｅｓｓｃｏｎｄｉｔｉｏｎｆｏｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌ（ｋ，ｍ）ｄｅｌｅｔｅｄｇｒａｐｈｓｒｅｖｉｓｉｔｅｄ［Ｊ］．Ａｃｔａ

ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１９，３５（７）：１２２７－１２３７．

［４］ＧＡＯＷ，ＬＩＡＮＧＬ，ＸＵＴ，ｅｔａｌ．Ｔｉｇｈｔｔｏｕｇｈｎｅｓｓｃｏｎｄｉｔｉｏｎｆｏｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌ（ｇ，ｆ，ｎ）ｃｒｉｔｉｃａｌｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅ

ＫｏｒｅａｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ，２０１４，５１（１）：５５－６５．

［５］ＧＡＯＷ，ＷＡＮＧＷ．ＤｅｇｒｅｅｓｕｍｃｏｎｄｉｔｉｏｎｆｏｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌＩＤｋｆａｃｔｏｒｃｒｉｔｉｃａｌｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．ＭｉｓｋｏｌｃＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＮｏｔｅｓ，２０１７，

１８（２）：７５１－７５８．

［６］ＧＡＯＷ，ＷＡＮＧＷ，ＤＩＭＩＴＲＯＶＤ．Ｔｏｕｇｈｎｅｓｓｃｏｎｄｉｔｉｏｎｆｏｒａｇｒａｐｈｔｏｂｅａｌｌｆｒａｃｔｉｏｎａｌ（ｇ，ｆ，ｎ）ｃｒｉｔｉｃａｌｄｅｌｅｔｅｄ［Ｊ］．

Ｆｉｌｏｍａｔ，２０１９，３３（９）：２７３５－２７４６．

［７］ＧＡＯＷ，ＧＵＩＲＡＯＪＬＧ，ＷＵＨ．Ｔｗｏｔｉｇｈｔｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｅｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌ（ｇ，ｆ，ｍ）ｄｅｌｅｔｅｄｇｒａｐｈｓｓｙｓｔｅｍｓ

［Ｊ］．ＱｕａｌｉｔａｔｉｖｅＴｈｅｏｒｙｏｆＤｙｎａｍｉｃａｌＳｙｓｔｅｍｓ，２０１８，１７（１）：２３１－２４３．

９５第３期　　　　　　　　　　　　　　　高　炜：最大分数ｆ因子的注记


