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一类新的结构张量—ＳＢ－张量
郑苍松，马瑞丹，李耀堂

（云南大学 数学与统计学院，云南 昆明 ６５００９１）

摘要：引入了一类新的结构张量—ＳＢ－张量，研究了其性质，并讨论它与几类已有的结构张量—Ｂ－张量、

ＤＢ－张量和ＭＢ－张量等的关系，由此得到偶数阶实对称ＳＢ－张量的正定性．
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１　预备知识

张量是多重线性代数领域近年来被广泛关注的研究课题，尤其是结构张量和张量特征值更是研究的重

点．本文提出一类新的结构张量———ＳＢ－张量，讨论其性质及其在张量正定性研究中的应用．为叙述方便，
先给出一些概念、符号等相关预备知识．

定义１［１］　设Ａ＝ ａｉ１…ｉ( )
ｍ
，其中ａｉ１…ｉｍ∈Ｃ或ａｉ１…ｉｍ∈( )Ｒ，ｉｊ＝１，…，ｎ；ｊ＝１，…，ｍ，则称Ａ是具有ｎ

ｍ

个元素的ｍ阶ｎ维复（实）张量．记Ｃ［ｍ，ｎ］ Ｒ［ｍ，ｎ( )］ 为所有 ｍ阶 ｎ维复（实）张量所构成之集合．特别地，若

ａｉ１…ｉｍ≥０（＞０），１≤ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ≤ｎ，则称Ａ＝ ａｉ１…ｉ( )
ｍ
为非负（正）的；当

ａｉ１ｉ２…ｉｍ ＝δｉ１ｉ２…ｉｍ ＝
１，如果ｉ１ ＝ｉ２ ＝… ＝ｉｍ，

０，其他{
，

时，则称Ａ为单位张量，记为Ｉ＝ δｉ１ｉ２…ｉ( )
ｍ
．显然，向量为一阶张量，矩阵为二阶张量．

对于张量Ａ＝ ａｉ１…ｉ( )
ｍ
∈Ｒ［ｍ，ｎ］，设Ｎ＝ １，２，…，{ }ｎ，Ｓ为Ｎ的子集，令

Ｒｉ( )Ａ ＝ ∑
ｉ２，…，ｉｍ∈Ｎ
δｉｉ２…ｉｍ＝０

ａｉｉ２…ｉｍ ，Ｒ
Ｓ
ｉ( )Ａ ＝ ∑

ｉ２，…，ｉｍ∈Ｓ
δｉｉ２…ｉｍ＝０

ａｉｉ２…ｉｍ ，



珘ＲＳｉ( )Ａ ＝Ｒｉ( )Ａ－ＲＳｉ( )Ａ，βｉ( )Ａ ＝ ｍａｘ
ｉ２，…，ｉｍ∈Ｎ
δｉｉ２…ｉｍ＝０

０，ａｉｉ１…ｉ{ }
ｍ
，

　　　　　　　　　　γｉ( )Ａ ＝ ｍｉｎ
ｉ２，…，ｉｍ∈Ｎ
δｉｉ２…ｉｍ＝０

０，ａｉｉ１…ｉ{ }
ｍ
，Δｉ( )Ａ ＝ ∑

ｉ２，…，ｉｍ∈Ｎ
δｉｉ２…ｉｍ＝０

βｉ( )Ａ－ａｉｉ２…ｉ( )
ｍ
，

　　　　　　　　　　　　θｉ( )Ａ ＝ ∑
ｉ２，…，ｉｍ∈Ｎ
δｉｉ２…ｉｍ＝０

ａｉｉ２…ｉｍ －γｉ( )( )Ａ ，

　　　　　　　　　　Δｊｉ( )Ａ ＝ ∑
ｉ２，…，ｉｍ∈Ｎ
δｉｉ２…ｉｍ＝０
δｊｉ２…ｉｍ＝０

βｉ( )Ａ－ａｉｉ２…ｉ( )
ｍ
＝Δｉ( )Ａ－ βｉ( )Ａ－ａｉｊ…( )ｊ，

　　　　　　　　　　　　θｊｉ( )Ａ ＝ ∑
ｉ２，…，ｉｍ∈Ｎ
δｉｉ２…ｉｍ＝０
δｊｉ２…ｉｍ＝０

ａｉｉ２…ｉｍ －γｉ( )( )Ａ ＝θｉ( )Ａ－ ａｉｊ…ｊ－γｉ( )( )Ａ ，

　　　　　　　　　　ΔＳｉ( )Ａ ＝ ∑
ｉ２，…，ｉｍ∈Ｓ
δｉｉ２…ｉｍ＝０

βｉ( )Ａ－ａｉｉ２…ｉ( )
ｍ
，θＳｉ( )Ａ ＝ ∑

ｉ２，…，ｉｍ∈Ｓ
δｉｉ２…ｉｍ＝０

ａｉｉ２…ｉｍ －γｉ( )( )Ａ ，

　　　　　　　　　　　Δ
～
Ｓ
ｉ( )Ａ ＝Δｉ( )Ａ－ΔＳｉ( )Ａ，珓θＳｉ( )Ａ ＝θｉ( )Ａ－θＳｉ( )Ａ．

设　ｓｉｇｎ( )ｘ＝
１，ｘ＞０，
０，ｘ＝０，
－１，ｘ＜０

{
．

称ｓｉｇｎ( )ｘ为符号函数．

定义２［２］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ
［ｍ，ｎ］，若ａｉｉ２…ｉｍ≤０，δｉｉ２…ｉｍ ＝０，则称Ａ为Ｚ－张量．

对于任意张量Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ
［ｍ，ｎ］，将Ａ写成如下形式：

Ａ＝Ｂ＋＋Ｃ， （１）
其中，Ｂ＋＝ ｂ＋ｉ１ｉ２…ｉ( )

ｍ
∈Ｒ［ｍ，ｎ］，Ｃ＝ ｃｉ１ｉ２…ｉ( )

ｍ
∈Ｒ［ｍ，ｎ］，ｂ＋ｉｉ２…ｉｍ ＝ａｉｉ２…ｉｍ －βｉ( )Ａ，ｃｉｉ２…ｉｍ ＝βｉ( )Ａ，ｉ∈Ｎ．

由于ｂ＋ｉｉ２…ｉｍ ＝ａｉｉ２…ｉｍ －βｉ( )Ａ≤０，δｉｉ２…ｉｍ ＝０，故Ｂ
＋为Ｚ－张量．

对于张量Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ
［ｍ，ｎ］，也可以将Ａ写成如下形式：

Ａ＝Ｂ－＋Ｆ， （２）
其中，Ｂ－＝ ｂ－ｉ１ｉ２…ｉ( )

ｍ
∈Ｒ［ｍ，ｎ］，Ｆ＝ ｆｉ１ｉ２…ｉ( )

ｍ
∈Ｒ［ｍ，ｎ］，ｂ－ｉｉ２…ｉｍ ＝ａｉｉ２…ｉｍ －γｉ( )Ａ，ｆｉｉ２…ｉｍ ＝γｉ( )Ａ，ｉ∈Ｎ．

显然，ｂ－ｉｉ２…ｉｍ≥０，δｉｉ２…ｉｍ ＝０，故 －Ｂ
－为Ｚ－张量．

定义３［１］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ
［ｍ，ｎ］，若

ａｉ１ｉ２…ｉｍ ＝ａπ（ｉ１ｉ２…ｉｍ），π∈Πｍ，
其中Πｍ是指标集ｍ的所有置换构成的集合，则称Ａ为对称张量．

设 Ａ ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈ Ｃ［ｍ，ｎ］，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ ∈ Ｃｎ，记 Ａｘｍ－１ 为第 ｉ个分量为（Ａｘｍ－１）ｉ ＝

∑
ｉ２，…，ｉｍ∈Ｎ

ａｉｉ２…ｉｍｘｉ２…ｘｉｍ的向量，记ｘ
［ｍ－１］ ＝（ｘ１

ｍ－１，ｘ２
ｍ－１，…，ｘｎ

ｍ－１）Ｔ．

定义４［３］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｃ
［ｍ，ｎ］，λ∈Ｃ．若存在非零向量ｘ∈Ｃｎ，使得Ａｘｍ－１＝λｘｍ－[ ]１，则称λ为

Ａ的特征值，ｘ为Ａ的对应于λ的特征向量．特别地，当λ∈Ｒ且ｘ∈Ｒｎ时，称λ为Ａ的Ｈ－特征值，ｘ为Ａ的
对应于λ的Ｈ－特征向量．

定义５［１］　 设 Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈ Ｃ
［ｍ，ｎ］，ρ( )Ａ ＝ｍａｘ λ：λ为Ａ{ }的特征值 ，其中 λ表示 λ的模．称

ρ( )Ａ为张量Ａ的谱半径．

定义６［２］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ
［ｍ，ｎ］为Ｚ－张量，若Ａ可表示为Ａ＝ｃＩ－Ｂ，其中Ｂ为非负张量，实数

ｃ≥ρ（Ｂ）（ｃ＞ρ（Ｂ）），其中ρ（Ｂ）为张量Ｂ的谱半径，则称Ａ为（强）Ｍ－张量．
定义７［４］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ

［ｍ，ｎ］，若ｉ∈Ｎ，有
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∑
ｉ２，…，ｉｍ∈Ｎ

ａｉｉ２…ｉｍ ＞０，
１
ｎｍ－１ ∑ｉ２，…，ｉｍ∈Ｎ

δｉｊ２…ｊｍ＝０

ａｉｉ２…ｉ( )
ｍ
＞ａｉｊ２…ｊｍ，

则称Ａ为Ｂ－张量．
定义８［５］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ

［ｍ，ｎ］，令Ａ＝Ｂ＋＋Ｃ．若Ｂ＋为强Ｍ－张量，则称Ａ为ＭＢ－张量．

命题１［６］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ
［ｍ，ｎ］，则Ａ为Ｂ－张量，当且仅当
ａｉ…ｉ－βｉ( )Ａ ＞Δｉ( )Ａ，ｉ∈Ｎ．

定义９［６］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ
［ｍ，ｎ］，且ａｉ…ｉ＞βｉ( )Ａ，ｉ∈Ｎ．若下列条件成立：

１）ａｉ…ｉ－βｉ（Ａ）≥Δｉ（Ａ），ｉ∈Ｎ；
２）（ａｉ…ｉ－βｉ（Ａ））（ａｊ…ｊ－βｊ（Ａ））＞Δｉ（Ａ）Δｊ（Ａ），ｉ，ｊ∈Ｎ且ｉ≠ｊ．

则称Ａ为ＤＢ－张量．
定义１０［３］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ

［ｍ，ｎ］为对称张量，若对于任意向量ｘ∈Ｒｎ，有

Ａｘｍ ＝ ∑
ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ∈Ｎ

ａｉ１ｉ２…ｉｍｘｉ１ｘｉ２…ｘｉｍ≥０，

则称Ａ为半正定的；若对于任意非零向量ｘ∈Ｒｎ，有Ａｘｍ ＞０，则称Ａ为正定的．
从定义容易看出，正定（半正定）张量的阶数ｍ必为偶数，Ｈｕ等在文献［３］中给出了张量的正定性与张

量Ｈ－特征值之间的如下等价关系．
定理１［３］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ

［ｍ，ｎ］为偶数阶对称张量，则Ａ为正定（半正定）的当且仅当它的所有Ｈ－
特征值为正的（非负的）．

２　ＳＢ－张量及Ｓ珟Ｂ－张量

本节，我们给出ＳＢ－张量及Ｓ珘Ｂ－张量的定义，并对其性质进行研究．
定义１１　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ

［ｍ，ｎ］且ａｉ…ｉ＞βｉ( )Ａ，ｉ∈Ｎ，Ｓ为Ｎ的非空子集．若下列条件成立：

１）ａｉ…ｉ－βｉ（Ａ）＞Δｉ（Ａ），ｉ∈Ｓ；

２）（ａｉ…ｉ－βｉ（Ａ）－Δ
Ｓ
ｉ（Ａ））（ａｊ…ｊ－βｊ（Ａ）－Δ

～
Ｓ
ｊ（Ａ））＞Δ

～
Ｓ
ｉ（Ａ）Δ

Ｓ
ｊ（Ａ），ｉ∈Ｓ，ｊ∈珔Ｓ．

则称Ａ为Ｓ－严格对角占优Ｂ－张量，简称为ＳＢ－张量．
注：当Ｓ＝Ｎ时，ＳＢ－张量就成为Ｂ－张量．因此Ｂ－张量为Ｓ＝Ｎ时的ＳＢ－张量．下例表明ＳＢ－张

量不一定是Ｂ－张量，故ＳＢ－张量是Ｂ－张量的推广．
例１　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２ｉ３）∈Ｒ

［３，３］，取Ｓ＝｛１｝，其中
ａ１１１ ＝２，ａ２２２ ＝４，ａ３３３ ＝３，ａ１１２ ＝－１，ａ２１１ ＝ａ２２１ ＝－２，ａ３１１ ＝１，ａ３３１ ＝２．
计算知Ａ为ＳＢ－张量．但由于ａ２２２－β２（Ａ）＝Δ２（Ａ），ａ３３３－β３（Ａ）＝Δ３（Ａ），故ａｉｉｉ－βｉ（Ａ）＞Δｉ（Ａ），

ｉ∈Ｎ不成立，所以Ａ不是Ｂ－张量．
定义１２［７］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ

［ｍ，ｎ］，记

Ａｋ ＝（ａ
（ｋ）
ｉ１ｉ２…ｉｍ－１）∈Ｒ

ｍ－１，[ ]ｎ，ｋ∈Ｎ，
其中ａ( )ｋ

ｉ１ｉ２…ｉｍ－１ ＝ａｋｉ２…ｉｍ－１，ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ－１∈Ｎ，称Ａｋ为Ａ的第ｋ行张量．

定义１３　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ
［ｍ，ｎ］．令Ａ

～
＝（ａ

～
ｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ

［ｍ，ｎ］，其中Ａ
～
ｋ＝ｓｉｇｎ（ａｋ…ｋ）Ａｋ．若Ａ

～
为ＳＢ－张

量，则称Ａ为Ｓ珘Ｂ－张量．
注：由定义１１和定义１３易知，若Ａ为ＳＢ－张量，则Ａ必为Ｓ珘Ｂ－张量．下例说明反之不成立．
例２　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２ｉ３）∈Ｒ

［３，３］，取Ｓ＝{ }１，其中

ａ１１１ ＝－２，ａ２２２ ＝４，ａ３３３ ＝３，ａ１１２ ＝１，ａ２１１ ＝ａ２２１ ＝－２，ａ３１１ ＝１，ａ３３１ ＝２．
计算知Ａ为Ｓ珘Ｂ－张量．但由于ａ１１１ ＝－２，β１（Ａ）＝１，因此ａ１１１ ＜β１（Ａ），即ａｉｉｉ＞βｉ（Ａ），ｉ∈Ｎ不成

立，故Ａ不是ＳＢ－张量．
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通过对实张量Ａ进行（１）式、（２）式分裂以及定义１３，可得如下定理．
定理２　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ

［ｍ，ｎ］且对角元素非零，则Ａ为Ｓ珘Ｂ－张量当且仅当如下条件成立：
１）ａｉ…ｉ ＞ αｉ（Ａ），ｉ∈Ｎ；

２）ａｉ…ｉ－αｉ（Ａ） ＞Ｒｉ（Ｂ），ｉ∈Ｓ；

３）（ａｉ…ｉ－αｉ（Ａ）－Ｒ
Ｓ
ｉ（Ｂ））（ａｊ…ｊ－αｊ（Ａ）－珘Ｒ

Ｓ
ｊ（Ｂ））＞珘Ｒ

Ｓ
ｉ（Ｂ）Ｒ

Ｓ
ｊ（Ｂ），ｉ∈Ｓ，ｊ∈珔Ｓ，其中，

　　　　　　　　　　　　αｉ（Ａ）＝
βｉ（Ａ），ａｉ…ｉ＞０，

γｉ（Ａ），ａｉ…ｉ＜０
{ ．

　　　　　　　　　　　　　　Ｒｉ（Ｂ）＝
Ｒｉ（Ｂ

＋）＝Δｉ（Ａ），ａｉ…ｉ＞０，

Ｒｉ（Ｂ
－）＝θｉ（Ａ），ａｉ…ｉ＜０

{ ．

　　　　　　　　　　　　ＲＳｉ（Ｂ）＝
ＲＳｉ（Ｂ

＋）＝ΔＳｉ（Ａ），ａｉ…ｉ＞０，

ＲＳｉ（Ｂ
－）＝θＳｉ（Ａ），ａｉ…ｉ＜０

{ ．

　　　　　　　　　　　　　　Ｒ
～Ｓ
ｉ（Ｂ）＝

Ｒ
～Ｓ
ｉ（Ｂ

＋）＝Δ
～Ｓ
ｉ（Ａ），ａｉ…ｉ＞０，

Ｒ
～Ｓ
ｉ（Ｂ

－）＝珓θＳｉ（Ａ），ａｉ…ｉ＜０
{ ．

证明　由定义１３知，Ａ为Ｓ珘Ｂ－张量当且仅当珘Ａ为ＳＢ－张量．由珘Ａ的定义知，若ａｉ…ｉ＞０，则珘ａｉｉ２…ｉｍ ＝
ａｉｉ２…ｉｍ，ｉ２，…，ｉｍ∈Ｎ；若ａｉ…ｉ＜０，则珘ａｉｉ２…ｉｍ ＝－ａｉｉ２…ｉｍ，ｉ２，…，ｉｍ∈Ｎ．

必要性　设珘Ａ为ＳＢ－张量．对于ｉ∈Ｎ，由珘Ａ为ＳＢ－张量知，若ａｉ…ｉ＞０，则有ａｉ…ｉ＞βｉ( )Ａ；若ａｉ…ｉ＜

０，则有 －ａｉ…ｉ＞－γｉ( )Ａ．故有 ａｉ…ｉ ＞ αｉ( )Ａ ，ｉ∈Ｎ，即条件１）成立．

对于ｉ∈ Ｓ，由 珘Ａ为 ＳＢ－张量知，若 ａｉ…ｉ ＞０，则 ａｉ…ｉ－βｉ（Ａ）＞Δｉ（Ａ），又因 ａｉ…ｉ ＞βｉ（Ａ），故

ａｉ…ｉ－αｉ（Ａ） ＞Ｒｉ（Ｂ
＋）；若 ａｉ…ｉ ＜０，则 －ａｉ…ｉ－（－γｉ（Ａ））＞θｉ（Ａ），又因 －ａｉ…ｉ ＞－γｉ（Ａ），故

ａｉ…ｉ－αｉ（Ａ） ＞Ｒｉ（Ｂ
－）．于是ｉ∈Ｓ，有 ａｉ…ｉ－αｉ（Ａ） ＞Ｒｉ（Ｂ），即条件２）成立．

对于任意ｉ∈Ｓ，ｊ∈珔Ｓ，由珘Ａ为ＳＢ－张量知，若ａｉ…ｉ＞０且ａｊ…ｊ＞０，则

（ａｉ…ｉ－βｉ（Ａ）－Δ
Ｓ
ｉ（Ａ））（ａｊ…ｊ－βｊ（Ａ）－Δ

～Ｓ
ｊ（Ａ））＞Δ

～Ｓ
ｉ（Ａ）Δ

Ｓ
ｊ（Ａ），

即

（ａｉ…ｉ－αｉ（Ａ）－Ｒ
Ｓ
ｉ（Ｂ

＋））（ａｊ…ｊ－αｊ（Ａ）－Ｒ
～Ｓ
ｊ（Ｂ

＋））＞Ｒ
～Ｓ
ｉ（Ｂ

＋）ＲＳｊ（Ｂ
＋）．

因为　ａｉ…ｉ＞αｉ（Ａ），ａｉ…ｉ－αｉ（Ａ） ＞Ｒｉ（Ｂ
＋）≥ＲＳｉ（Ｂ

＋），故

ａｉ…ｉ－αｉ（Ａ）－Ｒ
Ｓ
ｉ（Ｂ

＋）＝ ａｉ…ｉ－αｉ（Ａ）－Ｒ
Ｓ
ｉ（Ｂ

＋）＞０．

又因　 珘ＲＳｉ（Ｂ
＋）ＲＳｊ（Ｂ

＋）≥０，所以

ａｊ…ｊ－αｊ（Ａ）－珘Ｒ
Ｓ
ｊ（Ｂ

＋）＝ ａｊ…ｊ－αｊ（Ａ）－珘Ｒ
Ｓ
ｊ（Ｂ

＋）＞０．

因此有

（ａｉ…ｉ－αｉ（Ａ）－Ｒ
Ｓ
ｉ（Ｂ

＋））（ａｊ…ｊ－αｊ（Ａ）－珘Ｒ
Ｓ
ｊ（Ｂ

＋））＞珘ＲＳｉ（Ｂ
＋）ＲＳｊ（Ｂ

＋），

即条件３）成立．同理可证，当ａｉ…ｉ＞０且ａｊ…ｊ＜０，ａｉ…ｉ＜０且ａｊ…ｊ＜０和ａｉ…ｉ＜０且ａｊ…ｊ＞０时，条件３）成立．
充分性　由条件１）知｜ａｉ…ｉ｜＞｜αｉ（Ａ）｜，ｉ∈ Ｎ．故 ｉ∈ Ｎ有，若 ａｉ…ｉ＞０，则 ａｉ…ｉ＞βｉ（Ａ）；若

ａｉ…ｉ＜０，则 －ａｉ…ｉ＞－γｉ（Ａ）．因此，有珘ａｉ…ｉ＞βｉ（珘Ａ），ｉ∈Ｎ．
由条件２）知｜ａｉ…ｉ－αｉ（Ａ）｜＞Ｒｉ（Ｂ），ｉ∈Ｓ．故ｉ∈Ｓ有，若ａｉ…ｉ＞０，则｜ａｉ…ｉ－βｉ（Ａ）｜＞Δｉ（Ａ），

又因ａｉ…ｉ＞βｉ（Ａ），故ａｉ…ｉ－βｉ（Ａ）＞Δｉ（Ａ）；若ａｉ…ｉ＜０，则｜ａｉ…ｉ－γｉ（Ａ）｜＞θｉ（Ａ），又因 －ａｉ…ｉ＞－γｉ（Ａ），
故 －ａｉ…ｉ－（－γｉ（Ａ））＞θｉ（Ａ）．因此珘ａｉ…ｉ－βｉ（珘Ａ）＞Δｉ（珘Ａ），ｉ∈Ｓ．

由条件３）知（｜ａｉ…ｉ－αｉ（Ａ）｜－Ｒ
Ｓ
ｉ（Ｂ））（｜ａｊ…ｊ－αｊ（Ａ）｜－珘Ｒ

Ｓ
ｊ（Ｂ））＞珘Ｒ

Ｓ
ｉ（Ｂ）Ｒ

Ｓ
ｊ（Ｂ），ｉ∈Ｓ，ｊ∈珔Ｓ．故

ｉ∈Ｓ，ｊ∈珔Ｓ：若ａｉ…ｉ＞０且ａｊ…ｊ＞０，则有

（ａｉ…ｉ－βｉ（Ａ）－Δ
Ｓ
ｉ（Ａ））（ａｊ…ｊ－βｊ（Ａ）－Δ

～Ｓ
ｊ（Ａ））＞Δ

～Ｓ
ｉ（Ａ）Δ

Ｓ
ｊ（Ａ）．
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又因　ａｉ…ｉ＞βｉ( )Ａ且ａｊ…ｊ＞βｊ( )Ａ，则有

（ａｉ…ｉ－βｉ（Ａ）－Δ
Ｓ
ｉ（Ａ））（ａｊ…ｊ－βｊ（Ａ）－Δ

～Ｓ
ｊ（Ａ））＞Δ

～Ｓ
ｉ（Ａ）Δ

Ｓ
ｊ（Ａ）；

同理可证，当ａｉ…ｉ＞０且ａｊ…ｊ＜０时，有

（ａｉ…ｉ－βｉ（Ａ）－Δ
Ｓ
ｉ（Ａ））（－ａｊ…ｊ－（－γｊ（Ａ））－珓θ

Ｓ
ｊ（Ａ））＞Δ

～Ｓ
ｉ（Ａ）θ

Ｓ
ｊ（Ａ）；

当ａｉ…ｉ＜０且ａｊ…ｊ＜０时，有

（－ａｉ…ｉ－（－γｉ（Ａ））－θ
Ｓ
ｉ（Ａ））（－ａｊ…ｊ－（－γｊ（Ａ））－珓θ

Ｓ
ｊ（Ａ））＞珓θ

Ｓ
ｉ（Ａ）θ

Ｓ
ｊ（Ａ）；

当ａｉ…ｉ＜０且ａｊ…ｊ＞０时，有

（－ａｉ…ｉ－（－γｉ（Ａ））－θ
Ｓ
ｉ（Ａ））（ａｊ…ｊ－βｊ（Ａ）－Δ

～Ｓ
ｊ（Ａ））＞珓θ

Ｓ
ｉ（Ａ）Δ

Ｓ
ｊ（Ａ）．

故有

（珘ａｉ…ｉ－βｉ（珘Ａ）－Δ
Ｓ
ｉ（珘Ａ））（珘ａｊ…ｊ－βｊ（珘Ａ）－Δ

～Ｓ
ｊ（珘Ａ））＞Δ

～Ｓ
ｉ（珘Ａ）Δ

Ｓ
ｊ（珘Ａ），ｉ∈Ｓ，ｊ∈珔Ｓ．

于是珘Ａ为ＳＢ－张量．

３　ＳＢ－张量与ＤＢ－张量及ＭＢ－张量等的关系及其正定性

　　本节讨论ＳＢ－张量与几类已知结构张量的关系及其正定性．为讨论方便先给出几个概念和引理．
定义１４［２］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ

［ｍ，ｎ］，若 ａｉ…ｉ ＞Ｒｉ( )Ａ，ｉ∈Ｎ，则称Ａ为严格对角占优张量，简称为

ＳＤＤ－张量．
定义１５　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ

［ｍ，ｎ］，Ｓ为Ｎ的非空子集．若下述条件成立：
１）ａｉ…ｉ ＞Ｒｉ（Ａ），ｉ∈Ｓ；

２）（ａｉ…ｉ －Ｒ
Ｓ
ｉ（Ａ））（ａｊ…ｊ －珘Ｒ

Ｓ
ｊ（Ａ））＞珘Ｒ

Ｓ
ｉ（Ａ）Ｒ

Ｓ
ｊ（Ａ），ｉ∈Ｓ，ｊ∈珔Ｓ．

则称Ａ为Ｓ－严格对角占优张量，简称为ＳＳＤＤ－张量．
定义１６［８］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｃ

［ｍ，ｎ］，若存在正向量ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ∈Ｒｎ，使得

ａｉ…ｉｘ
ｍ－１
ｉ ＞ ∑

ｉ２，…，ｉｍ∈Ｎ
δｉｉ２…ｉｍ＝０

ａｉｉ２…ｉｍ ｘｉ２…ｘｉｍ，ｉ＝１，２，…，ｎ，

则称Ａ为Ｈ－张量．
引理１［９］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ

［ｍ，ｎ］．若存在Ｎ的非空子集Ｓ使Ａ为ＳＳＤＤ－张量，则Ａ为Ｈ－张量．

引理２［８］　设Ａ为ｍ阶ｎ维实对称张量且ｍ为偶数，ａｉ…ｉ＞０，ｉ∈Ｎ．若Ａ为Ｈ－张量，则Ａ是正定的．
ＤＢ－张量、ＭＢ－张量、ＳＳＤＤ－张量和强Ｈ－张量是几类重要的结构张量，在张量的正定性等研究中有

重要应用．下面讨论ＳＢ－张量和ＤＢ－张量、ＭＢ－张量的关系．
Ｌｉ等［５－６］证明了Ｂ－张量一定为ＤＢ－张量，ＤＢ－张量一定为ＭＢ－张量．由定义１１知，Ｂ－张量一定

为ＳＢ－张量．下例说明ＤＢ－张量不一定是ＳＢ－张量，ＳＢ－张量也不一定为ＤＢ－张量．
例３　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２ｉ３ｉ４）∈Ｒ

４，[ ]２，其中

ａ１１１１ ＝１，ａ２２２２ ＝４，ａ１２２２ ＝ａ２１２２ ＝ａ２２１２ ＝ａ２２２１ ＝－１．
通过计算有β１（Ａ）＝β２（Ａ）＝０，Δ１（Ａ）＝１，Δ２（Ａ）＝３，故

ａ１１１１－β１（Ａ）＝１＝Δ１（Ａ），ａ２２２２－β２（Ａ）＝４＞３＝Δ２（Ａ），
（ａ１…１－β１（Ａ））（ａ２…２－β２（Ａ））＝４＞３＝Δ１（Ａ）Δ２（Ａ）．

因此，Ａ为ＤＢ－张量．但是，当Ｓ＝｛１｝时，有ａ１１１１－β１（Ａ）＝Δ１（Ａ）．ａ１１１１－β１（Ａ）＞Δ１（Ａ）不成立，
故Ａ未必是ＳＢ－张量．

例４　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２ｉ３ｉ４）∈Ｒ
４，[ ]２，Ｓ＝｛１｝，其中

ａ１１１１ ＝２，ａ２２２２ ＝５，ａ１２２２ ＝ａ２２１２ ＝ａ２２２１ ＝－１，ａ２１１１ ＝－４．
通过计算得
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β１（Ａ）＝β２（Ａ）＝０，Δ１（Ａ）＝１，Δ２（Ａ）＝６，Δ
Ｓ
１（Ａ）＝０，Δ

～Ｓ
１（Ａ）＝１，Δ

Ｓ
２（Ａ）＝４，Δ

～Ｓ
２（Ａ）＝２．

故有

（ａ１…１－β１（Ａ）－Δ
Ｓ
１（Ａ））（ａ２…２－β２（Ａ）－Δ

～Ｓ
２（Ａ））＝６＞４＝Δ

～Ｓ
１（Ａ）Δ

Ｓ
２（Ａ）．

因此，Ａ为ＳＢ－张量．但ａ２２２２－β２（Ａ）＝５＜６＝Δ２（Ａ），即ａ２２２２－β２（Ａ）≥Δ２（Ａ）不成立，故Ａ不是
ＤＢ－张量．

通过例３和例４知，ＤＢ－张量与ＳＢ－张量互不包含．下面讨论ＳＢ－张量与ＭＢ－张量之间的关系，先
看如下引理．

引理３［２］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ
［ｍ，ｎ］为Ｚ－张量，则Ａ为（强）Ｍ－张量当且仅当它的Ｈ－特征值为（正

的）非负的．
定理３　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ

［ｍ，ｎ］，若Ａ为ＳＢ－张量，则Ａ为ＭＢ－张量．

证明　将张量Ａ写成Ａ＝Ｂ＋＋Ｃ的形式．显然，Ｂ＋为Ｚ－张量．由定义１１及定义１５知，若Ａ为ＳＢ－张
量，则Ａ必为Ｓ珘Ｂ－张量．于是由定理２知，

ｂｉ…ｉ ＝ ａｉ…ｉ－βｉ（Ａ） ＞Δｉ（Ａ）＝Ｒｉ（Ｂ
＋），ｉ∈Ｓ，

（ｂｉ…ｉ －Ｒ
Ｓ
ｉ（Ｂ

＋））（ｂｊ…ｊ －珘Ｒ
Ｓ
ｊ（Ｂ

＋）） ＝ （ａｉ…ｉ－βｉ（Ａ） －Δ
Ｓ
ｉ（Ａ））（ａｊ…ｊ－βｊ（Ａ） －Δ

～Ｓ
ｊ（Ａ）） ＞

Δ
～Ｓ
ｉ（Ａ）Δ

Ｓ
ｊ（Ａ）＝珘Ｒ

Ｓ
ｉ（Ｂ

＋）ＲＳｊ（Ｂ
＋），ｉ∈Ｓ，ｊ∈珔Ｓ，

故 Ｂ＋为ＳＳＤＤ－张量，由引理１知Ｂ＋为Ｈ－张量．又因Ｂ＋为Ｚ－张量，再由引理２和引理３知，Ｂ＋为强Ｍ－
张量．因此，Ａ为ＭＢ－张量．

下面，我们讨论ＳＢ－张量的正定性．
引理４［６］　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ

［ｍ，ｎ］为偶数阶对称ＭＢ－张量，则Ａ为正定的．
由定理３和引理４直接得到如下定理．
定理４　设Ａ＝（ａｉ１ｉ２…ｉｍ）∈Ｒ

［ｍ，ｎ］为偶数阶对称ＳＢ－张量，则Ａ是正定的．
由定理４和定理１直接得到如下推理．
推论１　偶数阶对称ＳＢ－张量的所有Ｈ－特征值为正数．
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