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一类抛物型方程混合边值问题弱解的存在性和正则性
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摘要：对一类抛物型方程的混合边值问题弱解的存在性和正则性进行了讨论．利用Ｌｉｏｎｓ定理建立抛物型方程混
合边值问题弱解的存在性定理，然后在弱解存在的基础上利用差商方法，通过讨论弱解的导数所属空间来证明

弱解的正则性．
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　　抛物型方程是偏微分方程中的基本方程之一．在自然科学的众多领域中，可以用抛物型方程或抛物型方程组
来描述其许多现象，例如热传导以及其它扩散现象、化学反应、粒子的运输等．这类偏微分方程通常称之为发展型
偏微分方程．近年来关于抛物型方程（组）的基本解、古典解、弱解等已有许多学者［１－２］进行了广泛的研究．

在讨论发展型偏微分方程弱解的存在性和正则性时，通常采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法及能量估计来讨论（见文献
［１，３～４］）．在本文中，我们采用处理椭圆型偏微分方程的 ＬａｘＭｉｌｇｒａｍ定理［５］的想法来处理，这种想法就是

Ｌｉｏｎｓ定理．首先利用Ｌｉｏｎｓ定理建立抛物型方程混合边值问题弱解的存在性定理，再利用差商性质讨论解ｕ
的一阶导数来证明其内部正则性．

１　预备知识

考虑如下二阶线性抛物型方程混合问题．
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这里ａｉｊ，ｂｉ，ｃ是光滑的，并与时间ｔ无关，ｕ＝ｕ（ｘ，ｔ）：［０，Ｔ］→Ｈ１０（Ω），Ω是Ｒ
ｎ中的有界开集，Ω是Ω

的边界，对于Ｔ＞０，记ΩＴ ＝Ω×（０，Ｔ］，ΓＴ ＝（Ω×｛ｔ＝０｝）∪（Ω×（０，Ｔ］），通常称ΓＴ为抛物边界．
Γ０是Ω的一部分，ｍｅｓ（Γ０）＞０，ν＝（ν１，ν２，…，νｎ）为Ω的单位外法向量．

［３］

引入记号 Ｂ［ｕ，ｖ，ｔ］＝∫
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ｉ
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ｕ，ｖ∈Ｈ１０（Ω）以及ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］．
定义空间：

Φ ＝｛φ∈ Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈ１０（Ω））∩ Ｃ
１（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω））｜φ（ｘ，Ｔ）＝０，ｘ∈ Ω｝，及其范数 φΦ ＝
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Φ１＝Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈ
１（Ω））∩Ｃ１（［０，Ｔ］；Ｌ２（Ω）），及其范数 φΦ１

＝ φΦ，设ｕ光滑，取φ∈Φ１，φ（ｘ，Ｔ）＝０，
ｘ∈Ω，用φ∈Φ作实验函数同乘（１）式第１个方程两边，并在ΩＴ上积分可得

∫
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Ｂ［ｕ，φ，ｔ］ｄｔ－∫
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ｕφ′ｄｘｄｔ＝∫
Ｔ

０∫
Ω

ｆφｄｘｄｔ＋∫
Ω

ｕ０φ（０）ｄｘ，φ∈Φ１， （２）

称满足（２）式的函数 ｕ∈ Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈ１（Ω））为问题（１）的弱解．要说明这个问题我们首先要引入 Ｌｉｏｎｓ定
理．先引入记号：

Ｅ（ｕ，φ）＝－∫
Ｔ

０∫
Ω

ｕφ′ｄｘｄｔ＋∫
Ｔ

０
Ｂ［ｕ，φ；ｔ］ｄｔ，（Ｌ，φ）＝∫

Ｔ

０∫
Ω

ｆφｄｘｄｔ＋∫
Ω

ｕ０φ（０）ｄｘ，

其中φ′＝φｔ，φ（０）＝φ（ｘ，０）．下面引入Ｌｉｏｎｓ定理．
定理１［１］　设Ｆ是一个Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，范数 · Ｆ，Ψ是Ｆ的一个子空间，对于范数 · Ψ是Ψ关于（·，·）

的一个内积空间，Ｅ（ｕ，φ）是定义在Ｆ×Ψ上的实双线性型［６］，即

Ｅ（αｕ１＋βｕ２，φ）＝αＥ（ｕ１，φ）＋βＥ（ｕ２，φ），
Ｅ（ｕ，αφ１＋βφ２）＝αＥ（ｕ，φ１）＋βＥ（ｕ，φ２），
ｕ，ｕ１，ｕ２∈Ｆ，φ，φ１，φ２∈Ψ，α，β∈Ｒ．

设１）存在正常数Ｃ，使得 φＦ!Ｃ φΨ，φ∈Ψ；
２）φ∈Φ，Ｅ（·，φ）在Ｆ上连续；
３）存在α＞０，使得Ｅ（φ，φ）α φ２

Ψ，φ∈Ψ，又设Ｌ是Ψ上的一个有界线性泛函，则存在ｕ∈Ｆ，
使得 Ｅ（ｕ，φ）＝Ｌ（φ）＝（Ｌ，φ），φ∈Ψ． （３）

２　二阶线性抛物型方混合边值问题弱解的存在性

下面给出二阶线性抛物型方程混合边值问题（１）弱解的存在性定理．
定理２　设ｆ∈Ｌ２（０，Ｔ；（Ｈ１（Ω）′），ｕ０∈Ｌ

２（Ω），则问题（１）存在一个弱解ｕ∈Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ１０（Ω））满足积
分方程（２）．

证明　可以类似第一边值问题的证明，设ｃ（ｘ，ｔ）有充分大的正下界ｃ０．即取
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０∫Ωｕｖｄｘｄｔ，ｕ，ｖ∈Ｆ，
φ２

Φ ＝ φ２
Ｆ ＋ φ（０）

２
Ｌ２（Ω），（φ，φ）Φ ＝（φ，φ）Ｆ ＋（φ（０），φ（０））Ｌ２（Ω），

其中Φ关于（·，·）Φ是一个内积空间．显然 φＦ! φΦ，接下来我们证明Ｅ，Ｌ满足Ｌｉｏｎｓ定理的条件：
１）φ∈Φ，Ｅ（·，φ）在Ｆ上连续．
由线性泛函的有界性与连续性的关系知，在线性空间中，线性泛函Ｅ（·，φ）连续必须且只须Ｅ（·，φ）有

界．［６］又因为
Ｅ（ｕ，φ）!Ｍ ｕＦ φＦ ＋Ｍ ｕＦ φ′Ｆ!Ｍ ｕＦ（φＦ ＋ φ′Ｆ），

则φ∈Φ，Ｅ（·，φ）在Ｆ上连续．
２）存在α＞０，使得Ｅ（φ，φ）α‖φ‖２

Φ，φ∈Φ．实际上
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另一方面　 －∫
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２ ＞０，于是有

Ｅ（φ，φ）θ∫
Ｔ

０
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２

Ｈ１（Ω）
ｄｔ＋１２ φ（０）２

Ｌ２（Ω）ｍｉｎ｛θ，
１
２｝ φ

２
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又因为 Ｌ（φ）!‖ｆ‖Ｌ２（０，Ｔ；（Ｈ１（Ω））′） φＬ２（０，Ｔ；Ｈ１（Ω））＋ ｕ０ Ｌ２（Ω） φＬ２（Ω）!Ｍ φΦ，所以Ｌ（φ）是Φ上的一个有
界线性泛函，由Ｌｉｏｎｓ定理可知存在ｕ∈Ｆ，Ｆ＝Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ１（Ω）），使得

Ｅ（ｕ，φ）＝Ｌ（φ），φ∈Φ，
即ｕ是（２）式的一个弱解．
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３　二阶线性抛物型方混合边值问题弱解的正则性

前面讨论的是二阶线性抛物型方程混合边值问题（１）弱解的存在性，ｕ属于 Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ１（Ω））．接下来
讨论它的正则性，即证明ｕ′∈Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ１（Ω））．

定理３　设 ｆ∈ Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ１（Ω）），ｕ∈ Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ１０（Ω））为问题（１）的弱解，又设 ａ
ｉｊ（ｘ）∈ Ｃ１，ｂｉ，ｃ∈

Ｌ#（Ω），ｉ，ｊ＝１，…，ｎ，则ｕ∈Ｈ２（Ω′）且对任意的子区域Ω′Ω有估计
‖ｕ‖Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ２（Ω′））!Ｃ（"

ｕ２
Ｌ２（０，Ｔ；Ｌ２（Ω））＋‖ｆ‖

２
Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ１（Ω）））．

证明　由弱解的定义
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即 ∫
Ｔ
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ｉ，ｊ＝１
（ａｉｊ（ｘ）ｕｘｉφｘｊ＋∑
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Ｔ
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因此 ∫

Ｔ
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ａｉｊ（ｘ）ｕｘｉφｘｊｄｘｄｔ＋∫

Ｔ

０∫
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ｕｔφｄｘｄｔ＝∫
Ｔ

０∫
Ω

ｇφｄｘｄｔ， （６）

其中 ｇ＝ｆ－ｂｉ（ｘ）ｕｘｉφ＋ｃｕφ．
选取切断函数　　ξ∈Ｃ#

０（Ω）：ξ≡１在Ω′上，且０!ξ!１．

令φ＝Δ－ｈｋ（ξ
２Δｈｋ），Δ

ｈ
ｋ ＝
ｕ（ｘ＋ｈｋ）－ｕ（ｘ）

ｈ ，（ｈ∈Ｒ，ｈ≠０）表示ｋ个方向步长为ｈ的差商．

记 Ａ＝∫
Ｔ

０∫Ω（ａｉｊ（ｘ）ｕｘｉφｘｊｄｘｄｔ，Ｂ＝∫
Ｔ

０∫
Ω

ｇφｄｘｄｔ．

类似于文献［３］中椭圆弱解的内部正则性中Ａ，Ｂ的估计，可以得到本文中Ａ，Ｂ的估计

　　　　　 Ａ≥ θ
２∫

Ｔ

０∫Ωξ２ Δｈｋ"ｕ
２
ｄｘｄｔ－Ｃ∫

Ｔ

０∫Ω "

ｕ２ｄｘｄｔ， （７）

Ｂ≤ θ
４∫

Ｔ

０∫Ωξ２ Δｈｋ"ｕ２ｄｘｄｔ＋Ｃ（ε）∫
Ｔ

０∫Ω（ｆ２＋ｕ２＋ "

ｕ２）ｄｘｄｔ． （８）

接下来再讨论∫
Ｔ

０∫Ωｕｔφｄｘｄｔ，利用差分算子的性质和文献［５］可知

　　　　　　　　

∫
Ｔ

０∫Ωｕｔφｄｘｄｔ＝∫
Ｔ

０∫ΩｕｔΔ－ｈｋ（ξ２Δｈｋｕ）ｄｘｄｔ
＝∫

Ｔ

０∫Ω
Δｈｋｕ
ｔξ

２Δｈｋｕｄｘｄｔ

＝１２∫
Ｔ

０∫Ω ｔ（ξ２（Δｈｋｕ）２ｄｘｄｔ
＝１２∫Ω（Δｈｋｕ（ｘ，ｔ））２ｄｘｔ＝Ｔ

ｔ＝０

＝１２∫Ω（Δｈｋｕ（ｘ，Ｔ））２ｄｘ
０．

（９）

由（７）式、（８）式、（９）式可知

∫
Ｔ

０∫Ω′ Δｈｋ"ｕ
２
ｄｘｄｔ

!∫
Ｔ

０∫Ω（ｆ２＋ｕ２＋ Ｄｕ）ｄｘｄｔ．
由差商的性质知Ｄｕ∈Ｈ１（Ω），因此ｕ∈Ｈ２（Ω），且ｕ有估计

ｕＬ２（０，Ｔ；Ｈ２（Ω））!Ｃ（"

ｕ２
Ｌ２（０，Ｔ；Ｌ２（Ω））＋ ｆ２Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ１（Ω））），

定理证毕．
事实上，只要系数和非齐次项ｆ是光滑的，重复使用上述方法，则可得到弱解是可位于更高阶的 Ｓｏｂｏｌｖｅ

空间中．
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