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摘要：采用实验方法研究了一类竖直悬挂的弹簧质量系统沿水平方向的自由振动，观察到振动周期随振幅及弹

簧悬点高度的增加而减小．数据分析发现，采用等效质量方法考虑弹簧质量的影响后，非线性振动理论模型所得
结果与实验数据吻合，但弹簧质量系统的等效质量系数小于该系统进行简谐振动时的等效质量系数，且与弹簧

的最大拉伸长度有关．
关键词：弹簧质量系统；等效质量系数；非线性振动；周期

中图分类号：Ｏ３２２　文献标识码：Ａ　文章编号：１６７４－５６３９（２０１４）０６－００６６－０３

ＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔｏｎｔｈｅＮｏｎｌｉｎｅａｒＶｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＳｐｒｉｎｇｍａｓｓＳｙｓｔｅｍ

ＨＵＡＮＧＹａｎ１，ＨＥＳｏｎｇｌｉｎ２

（１．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＰｈｙｓｉｃｓＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＫｕｎｍｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，ＹｕｎｎａｎＫｕｎｍｉｎｇ６５０２１４，Ｃｈｉｎａ；
２．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＡｓｓｅｔｓａｎｄＬａｂｏｒａｔｏｒｙＭａｎａｇｅｍｅｎｔ，ＫｕｎｍｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，ＹｕｎｎａｎＫｕｎｍｉｎｇ６５０２１４，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｈａｎｇｉｎｇｓｐｒｉｎｇｍａｓｓｓｙｓｔｅｍｈａｓｂｅｅｎｓｔｕｄｉｅｄｗｉｔｈｅｘｐｅｒｉｍｅｎ
ｔａｌｍｅｔｈｏｄ．Ｉｔｉｓｏｂｓｅｒｖｅｄｔｈａｔｔｈｅｐｅｒｉｏｄｄｅｃｒｅａｓｅｓｗｉｔｈｔｈｅｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄｔｈｅｈｅｉｇｈｔｏｆｓｐｒｉｎｇｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｐｏｉｎｔ．
Ｄａｔａａｎａｌｙｓｉｓｒｅｖｅａｌｓｔｈａｔｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｌｕｓｉｎｇｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｍａｓｓａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｉｓ
ｉｎａｃｃｏｒｄａｎｃｅｗｉｔｈｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｄａｔａ．Ｉｔｉｓｆｏｕｎｄｔｈａｔｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｍａｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｔｈｉｓｖｅｒｔｉｃａｌｈａｎｇｉｎｇｓｐｒｉｎｇｍａｓｓｓｙｓｔｅｍｉｓ
ｓｍａｌｌｅｒｔｈａｎｔｈａｔｏｆｔｈｅｓａｍｅｓｐｒｉｎｇｍａｓｓｓｙｓｔｅｍｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｓｉｍｐｌｅｈａｒｍｏｎｉｃｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｔｈｉｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｉｓｒｅｌａｔｅｄｔｏｔｈｅｍａｘｉｍｕｍ
ｔｅｎｓｉｌｅｌｅｎｇｔｈｏｆｓｐｒｉｎｇ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｓｐｒｉｎｇｍａｓｓｓｙｓｔｅｍ；ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｍａｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ；ｎｏｎｌｉｎｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎ；ｐｅｒｉｏｄ

　　非线性振动是普遍存在的振动形式，其研
究报道一直不断［１－３］．弹簧质量系统作为重要的
物理和机械模型，相关的单弹簧或对称多弹簧

振子（忽略弹簧质量的弹簧质点系统）的横向非

线性振动的理论研究和数值仿真研究近年报道

很多［４－６］，但采用实验方法研究实际弹簧质量系

统的振动情况未见报道．本文拟对竖直悬挂的
实际单弹簧质量系统水平方向的横向运动进行

实验研究，旨在探索出实验规律及其他有益的

结果．

１　实验设计

用一根弹簧及一个物体构成竖直悬挂的弹

簧质量系统，使物体限制在水平面上运动．系统
示意如图 １，自身质量为 ｍ的弹簧，其劲度系数
为 ｋ，原长为 ｌ０，物体质量为 Ｍ，静止时其到悬点
的距离为 ｈ．实验时，将物体沿水平方向拉离平
衡位置，然后释放，物体将在水平方振动．实验
中通过测量不同振幅及不同悬点高度时系统振

动的周期值，得出该系统沿水平方向的振动规

律及特点．

弹簧劲度系数的测量采用上海复旦天欣科教仪

器有限公司生产的ＦＤ＿ＧＬＢ＿ＩＩ新型焦利秤，并用电
子天平称量出弹簧及物体的质量．弹簧质量系统的
振动试验在青峰机械厂生产的气垫导轨上进行，按

图１悬挂弹簧后，让滑块在调平后的导轨上能无阻
的滑动．将滑块拉离平衡位置后，仔细观察物体在导
轨上的振动情况．采用 ＦＤＣＴＩＩ计数计时仪计时，
测量滑块振动１０次所需要的时间，得出系统的振动
周期．



２　实验数据及处理

２１　系统的基本参数
经过一系列测量和处理后，可以得出本次试验

所用弹簧和滑块的基本参数，记录如表１．
表１　弹簧质量系统的系统参数

弹簧自然

长度／ｃｍ
弹簧质量

ｍ／ｇ

弹簧劲度系数

ｋ／（Ｎ·ｍ－１）

滑块质量

Ｍ／ｇ

系统简谐振

动周期Ｔ０／ｓ

１２４０ １３７７ １６１８ １１３７１ １７２０４

２２　振动周期随悬点高度的变化
为观察弹簧悬点高度对周期的影响，保持振幅

Ａ＝９００ｃｍ不变，通过调节支架高度改变悬点高
度，并测量每个悬点高度下系统振动 １０次所需时
间，得到对应该悬点高度的振动周期．具体数据如表
２．从表２可以明显看出，振动周期随悬挂点高度的
增加而减小．

表２　弹簧质量系统不同悬点高度的周期

ｈ／ｃｍ ｔ１／ｓ ｔ２／ｓ ｔ３／ｓ ｔ／ｓ Ｔ＝（ｔ／１０）／ｓ

２５３５ １９７５４ １９７５６ １９７５５ １９７５８ １９７５６
２７５０ １９４４２ １９４４７ １９４４７ １９４４５ １９４４５
２９８０ １９２２７ １９２２７ １９２２２ １９２２５ １９２２５
３２００ １９０３６ １９０３７ １９０３７ １９０３７ １９０３７
３４０５ １８８９８ １８８９６ １８８９２ １８８９５ １８８９５
３６１５ １８７６８ １８７５３ １８７６８ １８７６３ １８７６３
３８３０ １８６７４ １８５８５ １８７０５ １８６５５ １８６５５
４０６０ １８５６５ １８５７２ １８５７０ １８５６９ １８５６９

２３　振动周期随振幅的变化
将滑块拉离平衡位置后释放，滑块将沿水平方向

振动．为观察振幅对周期的影响，在保持弹簧悬点高度
ｈ＝２５４０ｃｍ不变的情况下，测量不同振幅时系统振动
１０次所需时间，得到对应该振幅的振动周期值．具体数
据如表３．从表３可以明显看出，振动周期随振幅的增
加而减小，反映了弹簧质量系统沿水平方向的非线性

振动性质．
表３　弹簧质量系统不同振幅的周期

Ａ／ｃｍ ｔ１／ｓ ｔ２／ｓ ｔ３／ｓ ｔ／ｓ Ｔ＝（ｔ／１０）／ｓ

３００ １９９９３ １９９８４ １９９８９ １９９８９ １９９８９
５００ １９９２９ １９９２８ １９９２３ １９９２７ １９９２７
７００ １９８４１ １９８３７ １９８４４ １９８４１ １９８４１
９００ １９７３５ １９７４３ １９７４４ １９７４１ １９７４１
１１００ １９６６１ １９６６４ １９６５８ １９６６１ １９６６１
１３００ １９５６２ １９５６７ １９５７０ １９５６６ １９５６６
１５００ １９４５７ １９４７２ １９４７３ １９４６７ １９４６７

３　实验结果及讨论

３１　实验规律
从实验数据可得出以下规律，竖直悬挂的弹簧

质量系统被限定在水平面上运动时，在有限振幅和

有限的悬点高度条件下，系统将进行非线性振动，系

统的周期将随振幅和悬点高度的增加而减小．这些
实验结果定性的与理论分析一致［７］，其定量的差异

应该来源于弹簧自身质量的影响．
３２　系统振动微分方程

在分析弹簧质量对系统线性振动性质的影响

时，常采用等效质量法进行处理［８－１０］，即将弹簧质量

的影响看成是增加了物体的有效质量．在此沿用该
方法对弹簧质量系统的非线性振动进行研究．按此
方法，将图１所示系统的有效质量记为 μ＝Ｍ＋ｐｍ，
其中ｐ称为等效质量系数，其值应与系统的自身性
质及所处状态有关．由牛顿第二定律可得图１所示
实际单弹簧质量系统沿水平方向运动的微分方程为

ｘ̈＋ｋ
μ
１－

ｌ０
ｘ２＋ｈ槡

( )２ ｘ＝０． （１）

３３　系统振动的周期公式
在初始条件ｘ（０）＝ｘ０（Ａ＝｜ｘ０｜）和ｘ（０）＝０

下，将方程（１）积分

∫
ｘ

０
ｘｄｘ＝－∫

ｘ

ｘ０

ｋ
μ
１－

ｌ０
ｘ２＋ｈ槡

( )２ ｘｄｘ， （２）

从而可得

ｘ２ ＝ｋ
μ ｘ

２
０－２ｌ０ ｘ

２
０＋ｈ槡

２ －ｘ２＋２ｌ０ ｘ
２＋ｈ槡[ ]２ ．

（３）
系统位移由０变到Ａ，所需时间为１／４周期，由

（３）式可得振动的周期为

Ｔ＝４ μ
槡ｋ∫

Ａ

０
Ａ２－２ｌ０ Ａ

２＋ｈ槡
２ －ｘ２＋２ｌ０ ｘ

２＋ｈ槡[ ]２ －１２ｄｘ．

（４）

令Ｉ＝∫
Ａ

０
Ａ２－２ｌ０ Ａ

２＋ｈ槡
２ －ｘ２＋２ｌ０ ｘ

２＋ｈ槡[ ]２ －１２ｄｘ，

（５）
且假设弹簧质量系统非线性振动时的等效质量系数

与弹簧的最大伸长有关，将其表示为

ｐ＝ｐ０ １－α
ｌ０
ｈ２＋Ａ槡

( )２ ， （６）

其中ｐ０是系统简谐振动时的等效质量系数，可根据
实验中测出的系统简谐振动周期计算得出．α是参
数，可通过对实验数据的拟合得到．系统振动的周期
公式可表示为

Ｔ＝４
Ｍ＋ｐ０ １－α

ｌ０
ｈ２＋Ａ槡

( )２ ｍ
槡 ｋ Ｉ． （７）

３４　实验数据拟合
由表１的数据Ｍ＝０１１３７１ｋｇ，ｍ＝００１３７７ｋｇ，

ｋ＝１６１８Ｎ／ｍ，及简谐振动周期Ｔ０＝２π
Ｍ＋ｐ０ｍ

槡 ｋ ＝

１７２０４ｓ，可得简谐振动时系统的等效质量系数ｐ０＝
０５５１５．将表２数据按（７）式进行曲线拟合，式中的
积分 Ｉ采用辛普森数值积分法进行计算，拟合
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得到α＝１０１０．拟合曲线如图２，其中实线是拟合曲
线，圆圈表示实验值．从图中可以看出拟合效果不错，
说明（７）式确实可以正确描述竖直悬挂的弹簧质量
系统的周期．为观察系统振动周期随振幅和悬点高度
的增加而产生的变化趋势，将拟合得到的参数 α＝
１０１０及表１中的各系统参数代入到（７）式中，分别
在固定 ｈ＝２５４０ｃｍ和 Ａ＝９００ｃｍ的情况下作出
Ｔ～Ａ图和Ｔ～ｈ图，结果如３和图４，其中实线是依据
（７）式得到的曲线，圆圈是表３和表２的实验值对应
的点．

从以上两图可见，虽然由于实验条件的限制，

实验数据仅集中出现在一个较小范围内，但实验

数据点与曲线符合较好，表明按（７）式所画曲线确
实能反映系统的振动周期随振幅及悬挂点高度的

变化．从图３和图４可见，振幅或悬挂点高度（大
于弹簧原长）较小时，周期随它们的增大而快速减

小；而当振幅或悬挂点高度增加到一定程度后，周

期随它们的增加变得越来越缓慢；振幅或悬挂点

高度进一步的增加，系统的周期将逐渐趋向于系

统简谐振动周期．

４　结论

通过前面的实验数据分析，可以得出以下结论：

竖直悬挂的实际弹簧质量系统在光滑水平面上的运

动是非线性自由振动，振动周期随悬挂点高度及振

幅的增加经历从快速减小到缓慢减小，最后趋向于

简谐振动周期的变化；弹簧质量系统非线性振动时

的等效质量系数小于简谐振动时的等效质量系数，

并且与弹簧被拉伸的最大长度有关．
综上所述，通过具体的实验观察、测量，以及对

实验数据的深入分析，得到了竖直悬挂的弹簧质量

系统在光滑水平面上的运动规律，总结出弹簧质量

系统等效质量系数在非线性振动下的变化情况，这

一工作加深了对弹簧质量系统振动的认识，对实际

工程中弹簧质量系统的应用有指导意义．
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