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随机矩阵非１特征值的定位
刘　琼，李耀堂

（云南大学 数学与统计学院，云南 昆明 ６５００９１）

摘要：利用ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵的非奇异性给出随机矩阵非奇异的２个新的充分条件，得到了随机矩
阵的２个新的非１特征值包含集．数值实例表明，在某些情况下所得结果改进了几个已有结果．
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　　矩阵特征值定位问题（即用尽可能少的计算得到给定矩阵 Ａ的特征值的尽可能精确的包含区域）是
矩阵理论及其应用研究的重要课题之一，在许多领域有着广泛的应用背景［１－５］．随机矩阵作为特殊的非
负矩阵具有重要的应用价值，其特征值估计问题在计算机辅助几何设计［６］、有限 Ｍａｒｋｏｖ过程［７］等领域都

发挥着重要作用，也经常出现在数理经济学与运筹学的各种模型里．
如果非负矩阵Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ

ｎ×ｎ的所有行和都为１，即

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ＝１，１≤ｉ≤( )ｎ，

则称Ａ为随机矩阵，记矩阵Ａ的谱为δ（Ａ）．设Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ
ｎ×ｎ为随机矩阵，则 Ａｅ＝１·ｅ，故１是任何随机矩

阵的特征值，且由著名的Ｇｅｒｓｈｇｏｒｉｎ特征值定理知，１是随机矩阵Ａ的模最大特征值．因此，随机矩阵的特征
值定位问题就是非１特征值的定位问题［８］．文献［４］利用Ｇｅｒｓｈｇｏｒｉｎ定理估计随机矩阵的特征值，最终得到
了精确的Ｇｅｒｓｈｇｏｒｉｎ圆盘集．文献［９］通过改进著名的Ｂｒａｕｅｒ卵形定理，给出了随机矩阵更精确的特征值包
含集．

本文利用ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵的非奇异性，研究随机矩阵非奇异的条件，然后利用其讨论随机矩
阵非１特征值的包含区域，得到了一些新结果，改进了几个现有结论．

１　预备知识

为下文的叙述和证明方便，首先给出一些定义、引理和定理．



定义１［１］　设Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｃ
ｎ×ｎ（ｎ≥２），若存在ｉ∈Ｎ使得对任意ｊ∈Ｎ，ｊ≠ｉ，
ａｉｉ ａｊｊ －ｒｊ（Ａ）＋ ａ( )ｊｉ ＞ｒｉ（Ａ）· ａｊｉ，

则称Ａ为ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵，其中ｒｉ（Ａ）＝ ∑ｊ∈Ｎ＼｛ｉ｝ ａｉｊ，Ｎ＝ １，２，…，{ }ｎ．

定义２　设Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｃ
ｎ×ｎ（ｎ≥２），若Ａ无０特征值，则称Ａ为非奇异的．

定理１［１］　如果Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｃ
ｎ×ｎ（ｎ≥２）为ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵，则Ａ是非奇异的．

定理２［１］　设Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｃ
ｎ×ｎ，ｎ≥２，则

δ（Ａ）Ｄ（Ａ）＝ ∪
ｊ∈Ｎ，ｊ≠ｉ

Ｄｉｊ（Ａ），

其中 Ｄｉｊ｛ｚ∈Ｃ：ａｉｉ－ｚ ａｊｊ－ｚ－ｒｊ（Ａ）＋ ａ( )ｊｉ ≤ｒｉ（Ａ）· ａｊｉ｝．

引理１［９］　设 Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ
ｎ×ｎ为随机矩阵，Ｄ＝ｄｉａｇ｛ｄ１，ｄ１，…，ｄｎ｝∈Ｒ

ｎ×ｎ为任意对角矩阵．如果

μ∈σ（Ａ）＼｛１｝，则μ是矩阵 Ｂ＝Ａ－ｄｉａｇ｛ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ｝ｅｅΤ的特征值．因此，如果 Ｂ是非奇异的，则 Ａ是非
奇异的．

２　随机矩阵非奇异的充分条件

本节我们给出随机矩阵非奇异的２个充分条件．
定理３　设Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ

ｎ×ｎ为随机矩阵，若存在ｉ∈Ｎ使得对任意ｊ∈Ｎ，ｊ≠ｉ，
ａｉｉ－Ｍｉ ａｊｊ－Ｍｊ －Ｍ ｒｊ（Ａ( )） ＋Ｍ ａ( )( )ｊｉ ＞Ｍ ｒｉ（Ａ( )）·Ｍ ａ( )ｊｉ ， （１）

则Ａ是非奇异的，其中
Ｍｊ＝ｍｉｎｊ≠ｋａｊｋ，Ｍ ｒｉ（Ａ( )） ＝ ∑

ｊ∈Ｎ＼{ }ｉ
ａｉｊ － ｎ( )－１Ｍｉ，Ｍ ａ( )ｊｉ ＝ ａｊｉ －Ｍｊ．

证明　令 ｄｉａｇ｛ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ｝＝ｄｉａｇＭ１，Ｍ２，…，Ｍ{ }ｎ ，

Ｂ［ｂｉｊ］＝Ａ－ｄｉａｇ｛ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ｝ｅｅΤ．
则　 ｂｉｉ＝ａｉｉ－Ｍｉ，ｂｉｊ＝ａｉｊ－Ｍｉ．
因此 ｒｉ（Ｂ）＝ ∑ｊ∈Ｎ＼｛ｉ｝ ａｉｊ － ｎ( )－１Ｍｉ＝Ｍ ｒｉ（Ａ( )），ｂｊｉ ＝ ａｊｉ －Ｍｊ＝Ｍ ａ( )ｊｉ ．

由（１）式得
ｂｉｉ ｂｊｊ －ｒｊ（Ｂ）＋ ｂ( )ｊｉ ＝ ａｉｉ－Ｍｉ ａｊｊ－Ｍｊ －Ｍ ｒｊ（Ａ( )） ＋Ｍ ａ( )( )ｊｉ

　　　　　　　　＞Ｍ ｒｉ（Ａ( )）·Ｍ ａ( )ｊｉ ＝ｒｉ（Ｂ）· ｂｊｉ．
故Ｂ为ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵，由定理１知Ｂ是非奇异．再由引理１知，Ａ是非奇异的．
定理４　设Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ

ｎ×ｎ为随机矩阵，若存在ｉ∈Ｎ使得对任意ｊ∈Ｎ，ｊ≠ｉ，
Ｌｉ－ａｉｉ Ｌｊ－ａｊｊ ＋Ｌｒｊ（Ａ( )） －Ｌ ａ( )( )ｊｉ ＞Ｌｒｉ（Ａ( )）·Ｌ ａ( )ｊｉ ， （２）

则Ａ是非奇异的，其中

Ｌｊ＝ｍａｘｊ≠ｋ ａｊｋ，Ｌｒｉ（Ａ( )） ＝ ｎ( )－１Ｌｉ－ ∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ａｉｊ，Ｌ ａ( )ｊｉ ＝Ｌｊ－ ａｊｉ．

证明　令ｄｉａｇ｛ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ｝＝ｄｉａｇＬ１，Ｌ２，…，Ｌ{ }ｎ ，Ｂ［ｂｉｊ］＝ｄｉａｇ｛ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ｝ｅｅΤ－Ａ．
则 ｂｉｉ＝Ｌｉ－ａｉｉ，ｂｉｊ＝Ｌｉ－ａｉｊ．

因此 ｒｉ（Ｂ）＝ ｎ( )－１Ｌｉ－ ∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ａｉｊ ＝Ｌｒｉ（Ａ( )），ｂｊｉ ＝Ｌｊ－ ａｊｉ ＝Ｌ ａ( )ｊｉ ．

由（２）式得

　　　　
ｂｉｉ ｂｊｊ －ｒｊ（Ｂ）＋ ｂ( )ｊｉ ＝ Ｌｉ－ａｉｉ Ｌｊ－ａｊｊ －Ｌｒｊ( )( )Ａ ＋Ｌａ( )ｊｉ

　　　　　　　　　　　　　＞Ｌｒｉ（Ａ( )）·Ｌ ａ( )ｊｉ ＝ｒｉ（Ｂ）· ｂｊｉ．
故Ｂ为ＤａｓｈｎｉｃＺｕｓｍａｎｏｖｉｃｈ矩阵，由定理１知Ｂ是非奇异．再由引理１知，Ａ是非奇异的．

３　随机矩阵非１特征值的包含定理

下面我们给出随机矩阵非１特征值的２个新的包含定理．
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定理５　设Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ
ｎ×ｎ为随机矩阵，λ∈σ（Ａ）＼｛１｝，则

λ∈ＤｓｔｏＭ（Ａ）＝ Ｕ
ｊ∈Ｎ，ｊ≠ｉ

ＤｓｔｏＭｉ，ｊ（Ａ），

其中　 ＤｓｔｏＭｉ，ｊ（Ａ）＝｛ｚ：｜ａｉｉ－ｚ－Ｍｉ｜（｜ａｊｊ－ｚ－Ｍｊ｜－Ｍ（ｒｊ（Ａ））＋Ｍ（｜ａｊｉ｜））Ｍ（ｒｉ（Ａ））·Ｍ（｜ａｊｉ｜）｝．

证明　令 Ｂ［ｂｉｊ］＝Ａ－ｄｉａｇ｛ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ｝ｅｅΤ，
其中 ｄｉａｇ｛ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ｝＝ｄｉａｇ｛Ｍ１，Ｍ２，…，Ｍｎ｝．

由引理１知，对任意的λ∈σ（Ａ）＼｛１｝，有λ∈σ（Ｂ）．再由定理２知，
λ∈ ∪

ｊ∈Ｎ，ｊ≠ｉ
ｚ：ｂｉｉ－ｚ ｂｊｊ－ｚ－ｒｊ（Ｂ）＋ ｂ( )ｊｉ ≤ｒｉ（Ｂ）· ｂ{ }ｊｉ ．

又因 ｂｉｉ＝ａｉｉ－Ｍｉ，ｒｉ（Ｂ）＝ ∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ａｉｊ － ｎ( )－１Ｍｉ＝Ｍ ｒｉ（Ａ( )），

ｂｊｉ ＝ ａｊｉ －Ｍｊ＝Ｍ ａ( )ｊｉ ，

因此 ＤｓｔｏＭｉ，ｊ（Ａ）＝｛ｚ：｜ａｉｉ－ｚ－Ｍｉ｜（｜ａｊｊ－ｚ－Ｍｊ｜－Ｍ（ｒｊ（Ａ））＋Ｍ（｜ａｊｉ｜Ｍ（ｒｉ（Ａ）·Ｍ（ａｊｉ）｝
＝｛ｚ：｜ｂｉｉ－ｚ｜（｜ｂｊｊ－ｚ｜－ｒｊ（Ｂ）＋｜ｂｊｉ｜ｒｉ（Ｂ）·｜ｂｊｉ｜｝．

故 λ∈ＤｓｔｏＭ（Ａ）＝ Ｕ
ｊ∈Ｎ，ｊ≠ｉ

ＤｓｔｏＭｉ，ｊ（Ａ）．

定理６　设Ａ＝［ａｉｊ］∈Ｒ
ｎ×ｎ是一个随机矩阵，λ∈σ（Ａ）＼｛１｝，则

λ∈ＤｓｔｏＭ（Ａ）＝ Ｕ
ｊ∈Ｎ，ｊ≠ｉ

ＤｓｔｏＭｉ，ｊ（Ａ），

其中 ＤｓｔｏＭｉ，ｊ（Ａ）＝｛ｚ：｜Ｌｉ－ａｉｉ＋ｚ｜（｜Ｌｊ－ａｊｊ＋ｚ｜－Ｌ（ｒｊ（Ａ））＋Ｌ（｜ａｊｉ｜））Ｌ（ｒｉ（Ａ））·Ｌ（｜ａｊｉ｜）｝．

证明　令 Ｂ［ｂｉｊ］＝ｄｉａｇ｛ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ｝ｅｅΤ－Ａ，
其中 ｄｉａｇ｛ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ｝＝ｄｉａｇ｛Ｌ１，Ｌ２，…，Ｌｎ｝．

由引理１知，对任意的λ∈σ（Ａ）＼｛１｝，有－λ∈σ（Ｂ）．再由定理２知，
－λ∈ ∪

ｊ∈Ｎ，ｊ≠ｉ
ｚ：ｂｉｉ－ｚ ｂｊｊ－ｚ－ｒｊ（Ｂ）＋ ｂ( )ｊｉ ≤ｒｉ（Ｂ）· ｂ{ }ｊｉ ．

所以 λ∈ ∪
ｊ∈Ｎ，ｊ≠ｉ

ｚ：ｂｉｉ＋ｚ ｂｊｊ＋ｚ－ｒｊ（Ｂ）＋ ｂ( )ｊｉ ≤ｒｉ（Ｂ）· ｂ{ }ｊｉ ．

又因 ｂｉｉ
ｉ∈Ｎ
＝Ｌｉ－ａｉｉ，ｒｉ（Ｂ）

ｉ∈Ｎ＼｛ｊ｝
＝ ｎ( )－１Ｌｉ－ ∑

ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ａｉｊ ＝Ｌｒｉ（Ａ( )），ｂｊｉ ＝Ｌｊ－ ａｊｉ ＝Ｌ ａ( )ｊｉ ，

因此 ＤｓｔｏＭｉ，ｊ（Ａ）＝｛ｚ：｜ｂｉｉ＋ｚ（｜ｂｊｊ＋ｚ｜－ｒｊ（Ｂ）＋｜ｂｊｉ｜）ｒｊ（Ｂ）·｜ｂｊｉ｜｝
＝｛ｚ：｜Ｌｉ－ａｉｉ＋ｚ｜（｜Ｌｊ－ａｊｊ＋ｚ｜＋Ｌ（ｒｊ（Ａ））－Ｌ（｜ａｊｉ｜））Ｌ（ｒｉ（Ａ））·Ｌ（｜ａｊｉ｜｝．

故 λ∈ＤｓｔｏＭ（Ａ）＝ Ｕ
ｊ∈Ｎ，ｊ≠ｉ

ＤｓｔｏＬｉ，ｊ（Ａ）．

４　数值例子

本节，我们用几个数值例子对本文所获结果进行解释．
例１　考虑随机矩阵

Ａ＝

０２０５７　０４０１４　０１３２３　０２６０６
０１０５２　０３３２０　０２８３５　０２７９３
０４７９５　０２２１１　０２１３２　００８６２











０２０８３　０３２３４　０３９３３　００７５０

．

分别将定理２和定理５应用于随机矩阵Ａ，得到Ａ的非１特征值包含集 Ｄｓｔｏ（Ａ）和ＤｓｔｏＭ（Ａ），其包含关系
如下图１所示．图中星号表示随机矩阵Ａ的特征值．图１表明，ＤｓｔｏＭ（Ａ）Ｄｓｔｏ（Ａ），因此ＤｓｔｏＭ（Ａ）更精确地定
位了随机矩阵Ａ的非１特征值．

例２　为了进一步的探讨Ｄｓｔｏｍ（Ａ）和Ｄｓｔｏ（Ａ）的关系，利用ＭＡＴＬＡＢ代码：
ｋ＝４；Ａ＝ｒａｎｄ（ｋ，ｋ）；Ａ＝ｉｎｖ（ｄｉａｇ（ｓｕｍ（Ａ′）））Ａ．

随机产生１００个随机矩阵，考察其对应的非１特征值的包含集Ｄｓｔｏ（Ａ）和ＤｓｔｏＭ（Ａ）的关系，发现特征值包含集
ＤｓｔｏＭ（Ａ）Ｄｓｔｏ（Ａ）的个数为８６个．特征值包含集Ｄｓｔｏ（Ａ）ＤｓｔｏＭ（Ａ）且ＤｓｔｏＭ（Ａ）Ｄｓｔｏ（Ａ）的个数为１４个，见表１．
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表１　特征值包含集Ｄｓｔｏ（Ａ）和ＤｓｔｏＭ（Ａ）的比较

Ｄｓｔｏ（Ａ）与ＤｓｔｏＭ（Ａ）

的包含情况

Ｄｓｔｏ（Ａ）ＤｓｔｏＭ（Ａ）

ＤｓｔｏＭ（Ａ）Ｄｓｔｏ（Ａ）
ＤｓｔｏＭ（Ａ）Ｄｓｔｏ（Ａ）

个数 １４ ８６

第ｉ个发生
６，８，１０，１８，２６，３３，３９，

４２，４９，５６，７０，７８，８４，９７
其他

例３　考虑下列随机矩阵Ａ１与Ａ２：

Ａ１＝

０１７３３ ０３３５０ ０２７４７ ０２１７０
００３７４ ０２５６８ ０３０９１ ０３９６７
００４３０ ０３２０７ ０３３９０ ０２９７３











０３５８１ ００１５０ ０３４５８ ０２８１１

，

Ａ２＝

０３４３３ ００４２４ ０２５３０ ０３６１３
０６５２９ ０２２１１ ０１００２ ０２５８０
０１６５４ ０６４４６ ０１６０６ ００２９４











０２１４６ ０５０８０ ０１８７６ ００８９８

．

定理２确定的特征值包含集Ｄｓｔｏ Ａ( )１ 与定理６确定的特征值包含集Ｄ
ｓｔｏＬ Ａ( )１ 如下图２所示，特征值包含

集Ｄｓｔｏ Ａ( )２ 和Ｄ
ｓｔｏＬ Ａ( )２ 如下图３所示．虽然Ｄ

ｓｔｏ Ａ( )１ Ｄ
ｓｔｏＬ Ａ( )１ ，Ｄ

ｓｔｏＬ Ａ( )１ Ｄ
ｓｔｏ Ａ( )１ ，但Ｄ

ｓｔｏＬ Ａ( )１ 更精确地包
含了随机矩阵Ａ１的所有的不同于１的特征值．
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例４　考虑随机矩阵

Ａ３＝

０２ ０４ ００ ０４
０１ ０３ ０６ ００
００ ０２ ０７ ０１











０３ ００ ０５ ０２

．

对于随机矩阵Ａ３，定理５中特征值包含集Ｄ
ｓｔｏＭ Ａ( )３ 等于定理２中的特征值包含集Ｄ

ｓｔｏ（Ａ）．定理６中特

征值包含集ＤｓｔｏＬ Ａ( )３ 与Ｄ
ｓｔｏ（Ａ）（即ＤｓｔｏＭ Ａ( )３ ）的关系，如图４所示．
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