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两个新的矩阵特征值包含区域

赵瑞娟，李耀堂

（云南大学 数学与统计学院，云南 昆明 ６５００９１）

摘要：引入广义α－对角占优矩阵和广义双α－对角占优矩阵概念，给出判定它们的充分必要条件，并由此获得
了矩阵特征值的两个新包含区域，证明新的特征值包含区域包含于最近几个文献所给的特征值包含区域，因而

能更精确地确定矩阵特征值的位置．
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１　预备知识

矩阵特征值问题是数值线性代数的基本问题之一，也是该领域近３０ａ来被广泛关注的课题，国内外学
者对其进行了大量研究［１－５］．本文是该研究的继续，我们首先引入广义α－对角占优矩阵和广义双α－对角
占优矩阵概念，给出判定它们的充分必要条件，并由此获得了矩阵特征值的两个新包含区域，改进了文献

［３］和文献［４］中的相关结果．
为了叙述方便，先引入本文用到的一些符号、概念和引理．
记Ｍｎ（Ｃ），Ｍｎ（Ｒ）分别为ｎ阶复矩阵和实矩阵所组成的集合．设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ），σ（Ａ）为Ａ的谱，

Ｉ为单位矩阵，Ｎ＝｛１，２，…，ｎ｝，ＳＮ， Ｓ表示集合Ｓ中元素的个数，Ｓ
－
：＝Ｎ＼Ｓ且

　　　　　　　ｒｉ＝ ∑
ｋ∈Ｎ，ｋ≠ｉ

ａｉｋ ，ｉ∈Ｎ；　　ｃｉ＝ ∑
ｋ∈Ｎ，ｋ≠ｉ

ａｋｉ，ｉ∈Ｎ；

ｒＳｉ ＝∑
ｋ∈Ｓ，ｋ≠ｉ

ａｉｋ ，ｉ∈Ｎ；　 ｃＳｉ ＝∑
ｋ∈Ｓ，ｋ≠ｉ

ａｋｉ，ｉ∈Ｎ；

Ｚｎ×ｎ：＝｛Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｒ）：ａｉｊ!０，ｉ，ｊ∈Ｎ，ｉ≠ｊ｝．

设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ），其比较矩阵定义为 μ（Ａ）＝（ｕｉｊ），其中 ｕｉｊ ＝
ａｉｉ，ｉ＝ｊ，

－ａｉｊ，ｉ≠
{ ｊ．

设非空子集 Ｓ＝

｛ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ｝Ｎ，Ａ［Ｓ］表示矩阵Ａ的其行标列标均在Ｓ中的主子阵．
定义１　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ），若存在非负矩阵 Ｐ和实数 ｍ满足 ｍ＞ρ（Ｐ），使 Ａ＝ｍＩ－Ｐ，其中

ρ（Ｐ）是Ｐ的谱半径，则称Ａ为非奇异Ｍ－矩阵．
定义２　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ），若Ａ的比较矩阵μ（Ａ）是非奇异Ｍ－矩阵，则称Ａ为非奇异Ｈ－矩阵．
定义３　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ），若存在α∈ ０，( )１ ，使得

｜ａｉｉ｜＞αｒｉ＋（１－α）ｃｉ，ｉ∈Ｎ，
则称Ａ为α－对角占优矩阵，记作Ａ∈Ｄ（α）．



定义４　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ）（ｎ２），若存在α∈ ０，( )１ ，使得
｜ａｉｉ｜｜ａｊｊ｜＞αｒｉｒｊ＋（１－α）ｃｉｃｊ，ｉ，ｊ∈Ｎ，ｉ≠ｊ，

则称Ａ为双α－对角占优矩阵，记作Ａ∈ＤＤ（α）．
定义５　设Ａ＝（ａｉｊ）∈ Ｍｎ（Ｃ），若存在 α∈ ０，( )１ 和 ｋ∈ Ｎ，使得对任意满足 ｜Ｓ｜＝ｋ的非空子集

ＳＮ有

｜ａｉｉ｜＞αｒ
Ｓ
ｉ＋（１－α）ｃ

Ｓ
ｉ＋ｒ

Ｓ
－

ｉ，ｉ∈Ｓ，
则称Ａ为广义α－对角占优矩阵，记作Ａ∈ＧＤ（α）．

定义６　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ）（ｎ２），若存在α∈ ０，( )１ 和ｋ∈Ｎ（ｋ２），使得对任意满足 Ｓ＝ｋ
的非空子集ＳＮ如下条件成立：

１）｜ａｉｉ｜＞ｒ
Ｓ
－

ｉ，ｉ∈Ｓ；

２）（｜ａｉｉ｜－ｒ
Ｓ
－

ｉ）（｜ａｊｊ｜－ｒ
Ｓ
－

ｊ）＞αｒ
Ｓ
ｉｒ
Ｓ
ｊ＋（１－α）ｃ

Ｓ
ｉｃ
Ｓ
ｊ，ｉ，ｊ∈Ｓ，ｉ≠ｊ．

则称Ａ为广义双α－对角占优矩阵，记作Ａ∈ＤＧＤ（α）．
注：由上述定义易知：Ｄ（α）ＧＤ（α）；ＤＤ（α）ＤＧＤ（α）．
引理１［１］　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｚ

ｎ×ｎ，则Ａ为Ｍ－矩阵的充要条件是ε＞０，Ａ＋εＩ为非奇异矩阵．
引理２［１］　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｒ），则Ａ为非奇异Ｍ－矩阵的充要条件是对任意０≠ｘ∈Ｒ

ｎ，ｙ＝Ａｘ＝
（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）

Ｔ，存在ｉ∈Ｎ使得ｘｉｙｉ＞０．
引理３［２－３］　设Ａ∈Ｄ（α）或Ａ∈ＤＤ（α），则Ａ是非奇异Ｈ－矩阵．
引理４　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｒ）是Ｍ－矩阵，若ｚ０使Ａｚ!０，则ｚ＝０．
证明　假设ｚ≠０，则ｚ０且ｚ≠０．令ｙ＝Ａｚ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）

Ｔ．由Ａｚ
!

０知，ｉ∈Ｎ，ｚｉｙｉ!０，这与
引理２矛盾，因而ｚ＝０．

２　非奇异Ｈ－矩阵的判定条件

下面我们给出非奇异Ｈ－矩阵几个新的判定条件，这些条件改进了文献［２～３］的主要结果．
定理１　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ），若存在ｋ∈Ｎ使得对任意满足｜Ｓ｜＝ｋ的非空子集ＳＮ，矩阵

ＢＳ（Ａ）＝μ（Ａ）［Ｓ］－ｄｉａｇｒＳ
－

ｌ１，ｒ
Ｓ
－

ｌ２，…，ｒ
Ｓ
－

ｌ
{ }

ｋ

是Ｍ－矩阵，则Ａ是非奇异的Ｈ－矩阵．
证明　先证 Ａ是非奇异，再证 Ａ的比较矩阵 μ（Ａ）是 Ｍ －矩阵．假若 Ａ是奇异的，则存在 ｘ＝

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ≠０使得Ａｘ＝０．令 Ｓ＝｛ｌ１，ｌ２，…，ｌｋ｝ Ｎ使得 ｜ｘｉ｜｜ｘｊ｜，ｉ∈ Ｓ，ｊ∈ Ｓ

－
，取 ｙ＝

（ｘｌ１，ｘｌ２，…，ｘｌｋ）
Ｔ．由ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

Ｔ≠０知ｙ≠０且

　　　　　 ａｌｉｌｉ ｘｌｉ !∑ｊ∈Ｓ，ｊ≠ｌｉ ａｌｉｊ ｘｊ ＋∑
ｊ∈Ｓ
－
ａｌｉｊ ｘｊ

!∑
ｊ∈Ｓ，ｊ≠ｌｉ

ａｌｉｊ ｘｊ ＋ ｘｌｉ∑
ｊ∈Ｓ
－
ａｌｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｋ，

即对任意ｉ＝１，２，…，ｋ，

（ａｌｉｌｉ －ｒ
Ｓ
－

ｌｉ）ｘｌｉ !∑ｊ∈Ｓ，ｊ≠ｌｉ ａｌｉｊ ｘｊ，
这就蕴含着ＢＳ（Ａ）｜ｙ｜

!

０．因ＢＳ（Ａ）是Ｍ－矩阵，由引理４知ｙ＝０，这与ｙ≠０矛盾．因此Ａ是非奇异．
又因ＳＮ且｜Ｓ｜＝ｋ，ＢＳ（Ａ）是Ｍ－矩阵，所以ε＞０和ＳＮ且｜Ｓ｜＝ｋ有

ＢＳ（μ（Ａ）＋εＩ）＝ＢＳ（Ａ）＋εＩ
是Ｍ－矩阵．由上述证明知μ（Ａ）＋εＩ非奇异．再由引理１知Ｍ（Ａ）是非奇异Ｍ－矩阵．因此Ａ是非奇异Ｈ－
矩阵．

定理２　若Ａ＝（ａｉｊ）∈ＤＧＤ（α），则Ａ是非奇异Ｈ－矩阵．
证明　设Ａ＝（ａｉｊ）∈ＤＧＤ（α），由双广义α－对角占优矩阵的定义知，存在ｋ∈Ｎ使得对任意的ＳＮ

且｜Ｓ｜＝ｋ，ＢＳ（Ａ）∈ＤＤ（α），再由引理３知，ＢＳ（Ａ）是非奇异的Ｈ－矩阵．又因Ｍ（ＢＳ（Ａ））＝ＢＳ（Ａ），所
以ＢＳ（Ａ）是Ｍ－矩阵．于是由定理１知，Ａ是非奇异Ｈ－矩阵．

类似于定理２的证明，可得到如下定理．
定理３　若Ａ＝（ａｉｊ）∈ＧＤ（α），则Ａ是非奇异的Ｈ－矩阵．

３　ＧＤ（α）和ＤＧＤ（α）中矩阵的充要条件

下面讨论ＧＤ（α）和ＤＧＤ（α）中矩阵的性质．
定理４　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ），则Ａ∈ＧＤ（α）的充分必要条件是存在ｋ∈Ｎ使得对任意满足 Ｓ＝ｋ
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的ＳＮ有：

１）｜ａｉｉ｜－ｒ
Ｓ
－

ｉ ＞ｍｉｎ｛ｒ
Ｓ
ｉ，ｃ

Ｓ
ｉ｝，ｉ∈Ｓ；

２）
｜ａｉｉ｜－ｒ

Ｓ
－

ｉ －ｃ
Ｓ
ｉ

ｒＳｉ－ｃ
Ｓ
ｉ

＞
ｃＳｊ＋ｒ

Ｓ
－

ｊ －｜ａｊｊ｜
ｃＳｊ－ｒ

Ｓ
ｊ

，ｉ∈｛ｉ∈Ｓ：ｒＳｉ ＞ｃ
Ｓ
ｉ｝，ｊ∈｛ｊ∈Ｓ：ｒ

Ｓ
ｊ ＜ｃ

Ｓ
ｊ｝．

证明　必要性．由Ａ∈ＧＤ（α）知，存在 α∈ （０，１）和 ｋ∈ Ｎ，使得对任意满足 ｜Ｓ｜＝ｋ的非空子集
ＳＮ有

｜ａｉｉ｜＞αｒ
Ｓ
ｉ＋（１－α）ｃ

Ｓ
ｉ＋ｒ

Ｓ
－

ｉ，ｉ∈Ｓ． （１）
因α∈ ０，( )１ ，所以对任意的ｉ∈Ｓ有

αｒＳｉ＋（１－α）ｃ
Ｓ
ｉ ＞ｍｉｎ｛ｒ

Ｓ
ｉ，ｃ

Ｓ
ｉ｝，

因此条件１）成立．
而对ｉ∈｛ｉ∈Ｓ：ｒＳｉ ＞ｃ

Ｓ
ｉ｝有ｒ

Ｓ
ｉ ＞ｃ

Ｓ
ｉ，再结合（１）式得

｜ａｉｉ｜－ｒ
Ｓ
－

ｉ －ｃ
Ｓ
ｉ

ｒＳｉ－ｃ
Ｓ
ｉ

＞α． （２）

同理可得当ｊ∈｛ｊ∈Ｓ：ｒＳｊ ＜ｃ
Ｓ
ｊ｝，有

ｃＳｊ＋ｒ
Ｓ
－

ｊ －｜ａｊｊ｜
ｃＳｊ－ｒ

Ｓ
ｊ

＜α， （３）

由（２）式和（３）式即得条件２）成立．
充分性．由已知条件得，存在 ｋ∈ Ｎ使得对任意满足 ｜Ｓ｜＝ｋ的 Ｓ Ｎ，条件 １），２）成立．于是当

ｉ∈｛ｉ∈Ｓ：ｒＳｉ ＝ｃ
Ｓ
ｉ｝时，由条件１）知，对任何α∈ ０，( )１ ，（１）式成立；当ｉ∈｛ｉ∈Ｓ：ｒＳｉ ＞ｃ

Ｓ
ｉ｝时，由条件１）

知， ａｉｉ －ｒ
Ｓ
－

ｉ ＞ｃ
Ｓ
ｉ．所以有

ａｉｉ －ｒ
Ｓ
－

ｉ －ｃ
Ｓ
ｉ

ｒＳｉ－ｃ
Ｓ
ｉ

＞０． （４）

同理可证当ｊ∈｛ｊ∈Ｓ：ｒＳｊ ＜ｃ
Ｓ
ｊ｝时有

ｃＳｊ＋ｒ
Ｓ
－

ｊ － ａｊｊ
ｃＳｊ－ｒ

Ｓ
ｊ

＜１， （５）

于是由条件２），（４）和（５）式知，存在α∈ ０，( )１，使得对任意ｉ∈｛ｉ∈Ｓ：ｒＳｉ ＞ｃ
Ｓ
ｉ｝和ｊ∈｛ｊ∈Ｓ：ｒ

Ｓ
ｊ ＜ｃ

Ｓ
ｊ｝有

ｍａｘ｛０，
ｃＳｊ＋ｒ

Ｓ
－

ｊ － ａｊｊ
ｃＳｊ－ｒ

Ｓ
ｊ

｝＜α＜ｍｉｎ｛
ａｉｉ －ｒ

Ｓ
－

ｉ －ｃ
Ｓ
ｉ

ｒＳｉ－ｃ
Ｓ
ｉ
，１｝，

由上式左边知，对ｉ∈｛ｉ∈Ｓ：ｒＳｉ ＞ｃ
Ｓ
ｉ｝有

α（ｒＳｉ－ｃ
Ｓ
ｉ）＜ ａｉｉ －ｒ

Ｓ
－

ｉ －ｃ
Ｓ
ｉ，

即（１）式成立．由上式右边知，对ｊ∈｛ｊ∈Ｓ：ｒＳｊ ＜ｃ
Ｓ
ｊ｝有

ｃＳｊ＋ｒ
Ｓ
－

ｊ － ａｊｊ ＜α（ｃ
Ｓ
ｊ－ｒ

Ｓ
ｊ），

即（１）式成立；于是有当ｉ∈Ｓ时，（１）式都成立，即Ａ∈ＧＤ（α）．
类似于定理４的证明，可得如下定理．
定理５　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ）（ｎ２），则Ａ∈ＤＧＤ（α）的充分必要条件是存在ｋ∈Ｎ（ｋ２），使

得对任意满足｜Ｓ｜＝ｋ的ＳＮ有：

１） ａｉｉ ＞ｒ
Ｓ
－

ｉ，ｉ∈Ｓ；

２）（ａｉｉ －ｒ
Ｓ
－

ｉ）（ａｊｊ －ｒ
Ｓ
－

ｊ）＞ｍｉｎ｛ｒ
Ｓ
ｉｒ
Ｓ
ｊ，ｃ

Ｓ
ｉｃ
Ｓ
ｊ｝，ｉ，ｊ∈Ｓ，ｉ≠ｊ；

３）
（ａｉｉ －ｒ

Ｓ
－
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４　矩阵特征值的包含区域

２０１１年，Ｌ．Ｃｖｅｔｋｏｖｉｃ等在文献［４］中给出关于矩阵特征值包含区域的如下定理：
定理６［４］　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ）（ｎ２），则

σ（Ａ）Γ１（Ａ）∪ 槇Γ（Ａ），
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其中 Γ（Ａ）＝∪
ｉ∈Ｎ
｛ｚ∈Ｃ：ｚ－ａｉｉ !ｍｉｎ｛ｒｉ，ｃｉ｝｝；

槇Γ（Ａ）＝ ∪
ｉ∈｛ｉ∈Ｎ：ｒｉ＞ｃｉ｝，
ｊ∈｛ｊ∈Ｎ：ｒｊ＜ｃｊ｝

｛ｚ∈Ｃ：ｚ－ａｉｉ（ｃｊ－ｒｊ）＋ ｚ－ａｊｊ（ｒｉ－ｃｉ）!ｃｊｒｉ－ｃｉｒｊ｝．

２０１１年，李朝迁和李耀堂在文献［３］中给出了矩阵特征值的如下包含区域，并改进了文献［４］中的
结果．

定理７［３］　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ）（ｎ２），则

　　　　　　 　　σ（Ａ）Κ１（Ａ）＝Κ（Ａ）∪ 槇Κ（Ａ），
其中　　 Κ（Ａ）＝ ∪

ｉ，ｊ∈Ｎ，ｉ≠ｊ
｛ｚ∈Ｃ：ｚ－ａｉｉ ｚ－ａｊｊ !ｍｉｎ｛ｒｉｒｊ，ｃｉｃｊ｝｝；

槇Κ（Ａ）＝ ∪
（ｉ，ｊ）∈｛ｒｉｒｊ＞ｃｉｃｊ，ｉ≠ｊ｝
（ｌ，ｍ）∈｛ｒｉｒｊ＜ｃｉｃｊ，ｉ≠ｊ｝

｛ｚ∈Ｃ：ｚ－ａｉｉ ｚ－ａｊｊ（ｃｌｃｍ －ｒｌｒｍ）＋ ｚ－ａｌｌ ｚ－ａｍｍ （ｒｉｒｊ－ｃｉｃｊ）!ｃｌｃｍｒｉｒｊ－ｃｉｃｊｒｌｒｍ｝．

下面应用ＧＤ（α）和ＤＧＤ（α）的性质，给出矩阵特征值的几个新的包含区域，这些结论优于文献［３］和
文献［４］中的结果．

定理８　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ）（ｎ２），则
　　　　　 　　　σ（Ａ）Τ１（Ａ）＝∩ｋ∈Ｎ
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｜Ｓ｜＝ｋ

ΨＳ１（Ａ），

其中　　　　　 ΨＳ１（Ａ）＝Γ
Ｓ（Ａ）∪ 槇ΓＳ（Ａ），

ΓＳ（Ａ）＝∪
ｉ∈Ｓ
｛ｚ∈Ｃ：ｚ－ａｉｉ !ｍｉｎ｛ｒ
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证明　对λ∈σ（Ａ），λＩ－Ａ是奇异的．又因λＩ－Ａ与Ａ的非主对角线元素的模相同，所以任意的非空
子集ＳＮ，矩阵λＩ－Ａ与Ａ具有相同的ｉ∈｛ｉ∈Ｓ：ｒＳｉ ＞ｃ

Ｓ
ｉ｝，ｊ∈｛ｊ∈Ｓ：ｒ

Ｓ
ｊ ＜ｃ

Ｓ
ｊ｝．若λΤ１（Ａ），则存在

ｋ∈Ｎ使λ ∪
ＳＮ， Ｓ＝ｋ

ΨＳ１（Ａ），于是对任意满足｜Ｓ｜＝ｋ的ＳＮ定理４的条件１），２）成立，所以λＩ－Ａ∈

ＧＤ（α）．由定理３知，λＩ－Ａ非奇异，这与λＩ－Ａ奇异相矛盾．因此λ∈Τ１（Ａ），即σ（Ａ）Τ１（Ａ）．
类似于定理８的证明，可得到如下定理．
定理９　设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｍｎ（Ｃ）（ｎ２），则
　　　　　　　　σ（Ａ）Λ１（Ａ）＝∩ｋ∈Ｎ
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ＳＮ
｜Ｓ｜＝ｋ

ΗＳ１（Ａ），

其中　　　　　　 ΗＳ１（Ａ）＝Γ
Ｓ（Ａ）∪ΚＳ（Ａ）∪ 槇ΚＳ（Ａ），
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注：由Γ１（Ａ），Κ１（Ａ），Τ１（Ａ），Λ１（Ａ）的定义容易知道

Τ１（Ａ）Γ１（Ａ）；Λ１（Ａ）Κ１（Ａ）．

这说明定理８和定理９改进了文献［３］和文献［４］中关于矩阵特征值包含区域的结果．
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