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控制变换尾下 ＥＮＤ序列随机和的广义精致大偏差
胡怡玉，何基娇，周之寒

（安徽大学 数学科学学院，安徽 合肥 ２３０６０１）

摘要：重尾场合下随机变量随机和的精致大偏差是现代金融保险学中一项重要研究课题．假定理赔序列为一列ＥＮＤ
同分布随机变量序列，带控制变换尾，理赔到来过程为一般计数过程，且与理赔序列相互独立，在更弱的条件下，将文

献［５］等中所做的一致变换尾上的广义精致大偏差推广到控制变换尾上，得到相应的偏离均值的大偏差结果．
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　　设 Ｘｋ，ｋ＝１，２ }{ ，… 是一列实值同分布（不一定独立）随机变量序列，其共同分布函数为 Ｆ（ｘ）＝１－

Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ１ ＜ｘ），数学期望μ＜∞，在保险精算学中，Ｘｋ，ｋ＝１，２ }{ ，… 表示理赔额．再令 Ｎ（ｔ），ｔ≥ }{ ０
为任一非负整值计数过程，与理赔序列相互独立，Ｎ（ｔ），ｔ≥ }{ ０ 表示到 ｔ时刻为止索赔发生的次数，其均值
函数为ＥＮ（ｔ）＝λ（ｔ），且当ｔ→∞时，λ（ｔ）→∞．对于任意的ｔ＞０，定义随机和

ＳＮ（ｔ） ＝∑
Ｎ（ｔ）

ｋ＝１
Ｘｋ， （１）

则ＳＮ（ｔ）表示到ｔ时刻为止公司的累积理赔额．鉴于ＳＮ（ｔ）的尾概率性态可以用于估计公司的破产概率，对公司的
风险管理发挥着举足轻重的作用，因此，近年来该问题已成为现代保险精算学的一项重要研究课题．另一方面，
重尾分布（指数阶矩不存在）由于能够刻画极端理赔这一特性，近年来同样受到了广泛的关注．在重尾场合下，
Ｋｌüｐｐｅｌｂｅｒｇ等［１］和Ｔａｎｇ等［２］较早地研究了理赔序列随机和的精致大偏差．随后，Ｌｉｕ［３］得到了一致变换尾分布
下ＥＮＤ序列的确定和的精致大偏差，Ｃｈｅｎ等［４］将Ｌｉｕ［３］的结果推广到随机和情形．最近Ｗａｎｇ等［５］首先提出了

偏离均值的广义精致大偏差的概念，继而得到了一致变换尾下理赔序列随机和的广义精致大偏差．
本文在上述文献的基础上，假设 Ｘｋ，ｋ＝１，２ }{ ，… 为一列ＥＮＤ随机变量序列，Ｆ带控制变换尾．文献［５］

等做了一致变换尾上的广义精致大偏差，而本文在更弱的条件下，将其推广到了控制变换尾上，得到了相应

的偏离均值的大偏差结果．

１　定义和引理

本文采用记号如下：对于两个正无穷小函数ｆ（·）和ｇ（·），满足

ａ≤ｌｉｍｉｎｆｆ（·）ｇ（·）≤ｌｉｍｓｕｐ
ｆ（·）
ｇ（·）≤ｂ，

若 ｂ＜∞，记ｆ( )· ＝Ｏｇ( )( )· ；若ｂ＝０，记ｆ( )· ＝ｏｇ( )( )· ；若ｂ＝１，记ｆ( )·ｇ( )·；若ａ＝１，ｆ（·）ｇ（·）；
若ａ＝ｂ＝１，则记ｆ（·）～ｇ（·）；若０＜ａ≤ｂ＜∞，则记ｆ（·） ｇ（·）．

定义１［３］　｛Ｘｋ，ｋ＝１，２，…｝为 ＥＮＤ（ＥｘｔｅｎｄｅｄＮｅｇａｔｉｖｅｌｙＤｅｐｅｎｄｅｎｔ）随机变量序列，是指存在常数
Ｍ ＞０，使得对任意的ｎ＝１，２，…，和ｘ１，…，ｘｎ有



Ｐ（Ｘ１≤ｘ１，…，Ｘｎ≤ｘｎ）≤Ｍ∏
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｘｉ≤ｘｉ）， （２）

Ｐ（Ｘ１ ＞ｘ１，…，Ｘｎ ＞ｘｎ）≤Ｍ∏
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｘｉ＞ｘｉ）． （３）

定义２［６］　Ｆ是支撑在［０，∞）上的分布函数（或其对应的随机变量），如果对任意的０＜ｙ＜１（或存在
０＜ｙ＜１），使

ｌｉｍｓｕｐ
ｘ→∞

珔Ｆ（ｘｙ）
珔Ｆ（ｘ） ＜∞，

则称Ｆ属于控制变换尾族，记作Ｆ∈Ｄ．
如果Ｆ是支撑在（－∞，∞）上的分布函数，且Ｆ＋（ｘ）＝Ｆ（ｘ）１｛ｘ≥０｝∈Ｄ，则也称Ｆ属于控制变换尾族，

也记作Ｆ∈Ｄ．

以下对任意ｙ≥０，记ρＦ（ｙ）＝ｌｉｍｉｎｆｘ→∞

珔Ｆ（ｘ＋ｙ）
珔Ｆ（ｘ） ；再记Ｊ

＋
Ｆ ＝ｉｎｆ｛－

ｌｏｇ珔Ｆ（ｙ）
ｌｏｇｙ ，ｙ＞１｝，ＬＦ ＝ｌｉｍｙ↓１

珔Ｆ（ｙ），其

中 珔Ｆ（ｙ）＝ｌｉｍｉｎｆｘ→∞

珔Ｆ（ｘｙ）
珔Ｆ（ｘ）．由Ｔａｎｇ和Ｔｓｉｔｓｉａｓｈｖｉｌｉ

［７］的研究可知，Ｊ＋Ｆ称为分布函数Ｆ的上Ｍａｔｕｓｚｅｗｓｋａ指数，

且Ｆ∈Ｄ时，Ｊ＋Ｆ ＜∞；对任意的ｐ＞Ｊ
＋
Ｆ，

ｘ－ｐ ＝ｏ（珔Ｆ（ｘ）），ｘ→∞． （４）
引理１［４］　 设｛Ｘｋ，ｋ＝１，２，…｝是一列实值 ＥＮＤ随机变量序列，其共同分布为 Ｆ．如果 ０＜μ＋＝

ＥＸ１１｛Ｘ１≥０｝ ＜∞，则对任意给定的ν＞０，存在Ｃ＝Ｃ（ν），使得对任何ｎ＝１，２，…和ｘ＞０有

Ｐ（Ｓｎ ＞ｘ）≤ｎ珔Ｆ（
ｘ
ν
）＋Ｃ（ｎｘ）

ｖ． （５）

引理２［８］　设｛Ｘｋ，ｋ＝１，２，…｝是一列实值ＥＮＤ随机变量序列，其共同分布Ｆ∈Ｄ，期望μ＜∞，如果
ｒ＞１，使得 Ｅ｜Ｘ１｜

ｒ１｛Ｘ１≤０｝ ＜∞；且 Ｆ（－ｘ）＝ｏ（珔Ｆ（ｘ）），ｘ→∞． （６）
则对任意给定的γ＞０，

ρＦ（｜μ｜）ＬＦ≤ｌｉｍｉｎｆｎ→∞
ｉｎｆ
ｘ≥ｎμ

Ｐ（Ｓｎ－ｎμ＞ｘ）
ｎ珔Ｆ（ｘ） ≤ｌｉｍｓｕｐ

ｎ→∞
ｓｕｐ
ｘ≥ｎμ

Ｐ（Ｓｎ－ｎμ＞ｘ）
ｎ珔Ｆ（ｘ） ≤ＭＦ，μＬ

－１
Ｆ， （７）

其中 ＭＦ，μ ＝１｛μ≥０｝＋ρ
－２
Ｆ（｜μ｜）１｛μ＜０｝．

２　主要结果及证明

条件１　对任意的δ＞０，存在ｐ＞Ｊ＋Ｆ，
ＥＮｐ（ｔ）１｛Ｎ（ｔ）＞（１＋δ）λ（ｔ）｝ ＝Ｏ（λ（ｔ））． （８）

条件２　对所有的０＜δ＜１，
Ｐ（Ｎ（ｔ）≤（１－δ）λ（ｔ））＝ｏ（λ（ｔ）珔Ｆ（λ（ｔ）））． （９）

注：条件１是成立的，具体见参考文献［２］中更新计数过程引理３５的证明．条件２首次在参考文献［４］
中被引用．并且由条件１或条件２很容易能得到参考文献［６］和［４］中的大数定律．

定理１　设｛Ｘｋ，ｋ＝１，２，…｝是一列实值ＥＮＤ随机变量序列，其共同分布Ｆ∈Ｄ，期望μ＜∞，且满足
（６）．再设 Ｎ（ｔ），ｔ≥ }{ ０ 是一与｛Ｘｋ，ｋ＝１，２，…｝相互独立的非负整值计数过程．ｍ是任一给定实数，则对任
意的γ＞（μ－ｍ）∨０，１）当μ≥０时，条件１成立；或者２）当μ＜０时，条件２成立，总有

ρＦ（｜μ｜）Ｌ
２
Ｆ≤ｌｉｍｉｎｆｔ→∞

ｉｎｆ
ｘ≥γλ（ｔ）

Ｐ（ＳＮ（ｔ）－ｍλ（ｔ）＞ｘ）
λ（ｔ）珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ））≤

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

ｓｕｐ
ｘ≥γλ（ｔ）

Ｐ（ＳＮ（ｔ）－ｍλ（ｔ）＞ｘ）
λ（ｔ）珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ））≤

ＭＦ，μＬ
－２
Ｆ． （１０）

注：在定理１中，若取ｍ＝μ，则定理１退化为文献［８］中结果；特别地，如果再令Ｆ∈Ｃ（Ｃ族的定义请参
考文献［６］，此时注意到ρＦ ＝ＭＦ，μ≡１，于是由定理１得到文献［５］中的结论．

证明　以下证明过程中所有极限过程均指 ｔ→ ∞，且对 ｘ≥ γλ（ｔ）一致．证明过程分１）μ≥０和２）
μ＜０两种情形分别加以讨论．

１）当μ≥０时．选取充分小的０＜δ＜１，使得γ＋ｍ１＋δ
－μ＞０．

Ｐ（ＳＮ（ｔ）－ｍλ（ｔ）＞ｘ）＝∑
∞

ｎ＝１
Ｐ（Ｓｎ－ｎμ＞ｘ＋ｍλ（ｔ）－ｎμ）Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｎ）＝

（ ∑
ｎ＜（１－δ）λ（ｔ）

＋ ∑
（１－δ）λ（ｔ）≤ｎ≤（１＋δ）λ（ｔ）

＋ ∑
ｎ＜（１＋δ）λ（ｔ）

）＝Ｉ１（ｘ，ｔ）＋Ｉ２（ｘ，ｔ）＋Ｉ３（ｘ，ｔ）． （１１）

首先考虑Ｉ１（ｘ，ｔ），注意到ｘ＋ｍλ（ｔ）－ｎμ≥（
γ＋ｍ
１－δ

－μ）ｎ，故由引理２得
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　　　　Ｉ１（ｘ，ｔ） ∑
ｎ＜（１－δ）λ（ｔ）

Ｌ－１Ｆｎ珔Ｆ（ｘ＋ｍλ（ｔ）－ｎμ）Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｎ）

≤（１－δ）λ（ｔ）Ｌ－１Ｆ珔Ｆ（ｘ＋ｍλ（ｔ）－（１－δ）μλ（ｔ））Ｐ（Ｎ（ｔ）＜（１－δ）λ（ｔ））
ｏ（λ（ｔ）珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ）））． （１２）

对于Ｉ２（ｘ，ｔ），同理，由于ｘ＋ｍλ（ｔ）－ｎμ≥（
γ＋ｍ
１＋δ

－μ）ｎ，故对任意的ε＞０，由引理２得

Ｉ２（ｘ，ｔ） ∑
（１－δ）λ（ｔ）≤ｎ≤（１＋δ）λ（ｔ）

（１＋ε）Ｌ－１Ｆｎ珔Ｆ（ｘ＋ｍλ（ｔ）－ｎμ）Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｎ）

≤（１＋δ）λ（ｔ）（１＋ε）Ｌ－１Ｆ珔Ｆ（ｘ＋ｍλ（ｔ）－μ（１＋δ）λ（ｔ））Ｐ（｜
Ｎ（ｔ）
λ（ｔ）

－１｜＜δ）

（１＋δ）λ（ｔ）（１＋ε）２Ｌ－１Ｆ珔Ｆ（（１－
δμ

γ＋ｍ－μ
）（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ）））， （１３）

以及　Ｉ２（ｘ，ｔ）（１－ε）
２ρＦ（μ）ＬＦ（１－δ）λ（ｔ）珔Ｆ（（１＋

δμ
γ＋ｍ－μ

）（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ）））． （１４）

最后考虑Ｉ３（ｘ，ｔ）：（１）ｍ≥０时，利用引理１，取ν＝ｐ，故存在常数Ｃ１ ＞０，使得

Ｉ３（ｘ，ｔ）≤ ∑
ｎ＞（１＋δ）λ（ｔ）

Ｐ（Ｓｎ ＞ｘ）Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｎ）≤ ∑
ｎ＞（１＋δ）λ（ｔ）

（ｎ珔Ｆ（ｘｐ）＋Ｃ１（
ｎ
ｘ）

ｐ）Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｎ）． （１５）

当ｍ＜０时，因为γ＞μ－ｍ≥－ｍ＞０，所以１＋ｍγ
＞０，类似（１５）式，再次利用引理１，故存在常数

Ｃ２ ＞０，使得

　　　　　Ｉ３（ｘ，ｔ）≤ ∑
ｎ＞（１＋δ）λ（ｔ）

Ｐ（Ｓｎ ＞（１＋
ｍ
γ
）ｘ）Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｎ）

≤ ∑
ｎ＞（１＋δ）λ（ｔ）

（ｎ珔Ｆ（
（１＋ｍ

γ
）ｘ

ｐ ）＋Ｃ２（
ｎ

（１＋ｍ
γ
）ｘ
）ｐ）Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｎ）． （１６）

故由（４）式、条件１、（１５）式和（１６）式可得
Ｉ３（ｘ，ｔ）Ｏ（１）珔Ｆ（ｘ）ＥＮ（ｔ）１（Ｎ（ｔ）＞（１＋δ）λ（ｔ））＋ｘ

－ｐＥＮｐ（ｔ）１（Ｎ（ｔ）＞（１＋δ）λ（ｔ））≤ｏ（珔Ｆ（ｘ）λ（ｔ））．

又由于　 珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ））≥ 珔Ｆ（（１＋｜ｍ－μ｜γ
）ｘ） 珔Ｆ（ｘ）．

此即 Ｉ３（ｘ，ｔ）ｏ（λ（ｔ）珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ）））． （１７）
将（１２），（１３），（１４），（１７）式代入到（１１）式中，并令ε↓０，δ↓０，由ＬＦ的定义可得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

ｓｕｐ
ｘ≥γλ（ｔ）

Ｐ（ＳＮ（ｔ）－ｍλ（ｔ）＞ｘ）
λ（ｔ）珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ））

　　≤ｌｉｍ
ε↓０
ｌｉｍ
δ↓０
ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

ｓｕｐ
ｘ≥γλ（ｔ）

（１＋δ）λ（ｔ）（１＋ε）２Ｌ－１Ｆ珔Ｆ（（１－
δμ

γ＋ｍ－μ
）（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ）））

λ（ｔ）珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ））

　　≤Ｌ－１Ｆ ｌｉｍ
δ↓０
ｌｉｍｓｕｐ
ｘ→∞

珔Ｆ（（１－ δμ
γ＋ｍ－μ

）（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ）））
珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ））

　　 ＝Ｌ－２Ｆ， （１８）
以及

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞

ｉｎｆ
ｘ≥γλ（ｔ）

Ｐ（ＳＮ（ｔ）－ｍλ（ｔ）＞ｘ）
λ（ｔ）珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ））

　　≥ｌｉｍ
ε↓０
ｌｉｍ
δ↓０
ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞

ｉｎｆ
ｘ≥γλ（ｔ）

（１－δ）λ（ｔ）（１－ε）２ρＦ（μ）ＬＦ珔Ｆ（（１＋
δμ

γ＋ｍ－μ
）（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ）））

λ（ｔ）珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ））

　　≥ρＦ（μ）ＬＦｌｉｍ
δ↓０
ｌｉｍｉｎｆ
ｘ→∞

珔Ｆ（（１＋ δμ
γ＋ｍ－μ

）（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ）））
珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ））

＝ρＦ（μ）Ｌ
２
Ｆ． （１９）

于是，（１８）式和（１９）式表明，定理１的１）成立．
２）当μ＜０时．注意到如果ｍ≥０，则γ＞（μ－ｍ）∨０等价于γ＞－ｍ∨０；而当ｍ＜０时，γ＞（μ－

ｍ）∨０可分为（ａ）γ＞－ｍ∨０；（ｂ）γ∈（μ－ｍ∨０，－ｍ］两部分．综合一下，以下证明过程分（ａ）（不论
ｍ≥０与ｍ＜０）以及（ｂ）两种情形分别加以讨论．

（ａ）γ＞－ｍ∨０，选取充分小０＜δ＜１，使得γ＋ｍ１＋δ
－μ＞０．首先考虑Ｉ１（ｘ，ｔ），注意到ｘ＋ｍλ（ｔ）－ｎμ≥

（
γ＋ｍ
１－δ

－μ）ｎ，故由引理２得

０６ 　　　　　　　　　　　　　　昆明学院学报　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１４年１２月



　　　Ｉ１（ｘ，ｔ） ∑
ｎ＜（１－δ）λ（ｔ）

ρ－２Ｆ（－μ）Ｌ
－１
Ｆｎ珔Ｆ（ｘ＋ｍλ（ｔ）－ｎμ）Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｎ）

≤ρ－２Ｆ（－μ）Ｌ
－１
Ｆ（１－δ）λ（ｔ）珔Ｆ（ｘ＋ｍλ（ｔ））Ｐ（Ｎ（ｔ）＜（１－δ）λ（ｔ）），

其中，当ｍ＜０时，由于

珔Ｆ（ｘ＋ｍλ（ｔ））≤ 珔Ｆ（（１＋ｍγ
）ｘ） （珔Ｆ（ｘ）），

珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ））≥ 珔Ｆ（（１＋｜ｍ－μ｜γ
）ｘ） 珔Ｆ（ｘ）， （２０）

即 Ｉ１（ｘ，ｔ）ｏ（λ（ｔ）珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ）））． （２１）
当ｍ≥０时，类似（２０）式可得

珔Ｆ（ｘ＋ｍλ（ｔ））≤ 珔Ｆ（ｘ）．

因此，（２１）式亦成立．对于Ｉ２（ｘ，ｔ），由于ｘ＋ｍλ（ｔ）－ｎμ≥（
γ＋ｍ
１＋δ

－μ）ｎ，故对任意的ε＞０，类似于１）

中Ｉ２（ｘ，ｔ）可证得

Ｉ２（ｘ，ｔ）（１＋δ）λ（ｔ）（１＋ε）
２ρ－２Ｆ（－μ）Ｌ

－１
Ｆ
珔Ｆ（（１＋ δμ

γ＋ｍ－μ
）（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ）））， （２２）

以及 Ｉ２（ｘ，ｔ）（１－δ）λ（ｔ）（１－ε）
２ρＦ（－μ）ＬＦ珔Ｆ（（１－

δμ
γ＋ｍ－μ

）（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ）））． （２３）

最后考虑Ｉ３（ｘ，ｔ），由于ｘ＋ｍλ（ｔ）－ｎμ≥（γ＋ｍ）λ（ｔ）＋ｎ｜μ｜，故由引理２得

　　Ｉ３（ｘ，ｔ） ∑
ｎ＞（１＋δ）λ（ｔ）

（１＋ε）ρ－２Ｆ（－μ）Ｌ
－１
Ｆｎ珔Ｆ（ｘ＋ｍλ（ｔ）－ｎμ）Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｎ）

≤（１＋ε）ρ－２Ｆ（－μ）Ｌ
－１
Ｆ
珔Ｆ（ｘ＋ｍλ（ｔ）－μ（１＋δ）λ（ｔ）） ∑

ｎ＞（１＋δ）λ（ｔ）
ｎＰ（Ｎ（ｔ）＝ｎ）

ｏ（λ（ｔ）珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ）））． （２４）
将（２１）～（２４）式代入（１１）式，并令ε↓０，δ↓０，由ＬＦ的定义同理可得（１８），（１９）式成立．

（ｂ）γ∈（μ－ｍ∨０，－ｍ］，选取充分小０＜δ＜１，使得γ＋ｍ１－δ
－μ＞０．对于 Ｉｉ（ｘ，ｔ），ｉ＝２，３，由于

ｘ＋ｍλ（ｔ）－ｎμ≥（γ＋ｍ１－δ
－μ）ｎ．故类似２）中（ａ）的证明过程可得（２２），（２３），（２４）式亦成立．最后只需考

虑Ｉ１（ｘ，ｔ），此时选取任意的γ１ ＞－ｍ∨０，将ｘ所在的区间划分如下为两部分：
［γλ（ｔ），∞）＝［γ１λ（ｔ），∞）∪［γλ（ｔ），γ１λ（ｔ））．

对于第１部分ｘ≥γ１λ（ｔ），注意到ｘ＋ｍλ（ｔ）－ｎμ＞｜μ｜ｎ．由２）（ａ）中已证结论可知（２１）式成立．对
于第２部分γλ（ｔ）≤ｘ＜γ１λ（ｔ），因为

珔Ｆ（ｘ）≥ 珔Ｆ（γλ（ｔ）） 珔Ｆ（λ（ｔ）），

珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ））≥ 珔Ｆ（（１＋｜ｍ－μ｜γ１
）ｘ） 珔Ｆ（ｘ）．

故由条件２可得
Ｉ１（ｘ，ｔ）≤Ｐ（Ｎ（ｔ）≤（１－δ）λ（ｔ））＝ｏ（１）λ（ｔ）珔Ｆ（λ（ｔ））ｏ（λ（ｔ）珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ）））．
此即，对于所有的ｘ≥γλ（ｔ），

Ｉ１（ｘ，ｔ）ｏ（λ（ｔ）珔Ｆ（ｘ＋（ｍ－μ）λ（ｔ）））． （２５）
最后将（２２）～（２５）式代入到（１１）式中，并令 ε↓０，δ↓０，由 ＬＦ的定义亦可得（１８），（１９）式成立，定

理１证毕．
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