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基于模糊集和粗糙集的支持向量聚类算法研究
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摘要：目前很多已知的聚类算法对于异常点的处理存在不合理的问题，将模糊集和粗糙集的相关理论加

入到支持向量聚类算法中，可增加异常点处理的合理性，并得到一种新的改进算法，将其称为模糊—粗糙

支持向量聚类算法．当支持向量集作为一个特殊的聚类，通过元素间的亲密程度，模糊边界的隶属度可以
被计算出来．而下近似集包含的样本点建立在算法训练阶段获得的超球体内．在检测异常值和计算任意
轮廓的聚类方面，该算法具有较大的优势和潜力．
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　　所谓聚类，就是将相似的事物聚集在一起，而
将不相似的事物划分到不同的类的过程，它是数

据挖掘中十分重要的一种手段．在文献［１～６］已
经提出的许多聚类算法，可以将其分为两大类：硬

聚类和软聚类（模糊聚类）．然而现实中的很多分
类问题并没有严格的分类界限，因此传统的硬聚

类方法也许不能充分反映出问题的本质．而软聚
类可以给予更多的灵活性，得到足够的解决方案．
当歧义和不确定必须被处理［３］，模糊集［７］和粗糙

集［８］便显示出其独特的优势，模糊 Ｃ均值［５］和粗

糙 Ｃ均值［９］也是常见的代表．软聚类算法及其衍
生算法在许多领域得到了广泛的应用．然而，他们
的使用仍然存在一定的限制，例如球形形状的簇，

其对象的隶属度值的总和必须等于 １（模糊 Ｃ均
值），并且需要事先知道簇的个数．另外，异常点不
能被分类．支持向量机（ＳＶＭ）［４］在解决非线性、小
样本及高维模式识别中表现出许多特有的优势．
然而，对于不属于任何簇的样本点，该算法统一将

其以异常值对待．但是，异常值存在的情况下，如
果不进行异常数据的区分，会造成很多重要信息

的丢失．为了克服这一缺陷，提出模糊—粗糙支持
向量聚类算法（ＦｕｚｚｙＲｏｕｇｈＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＣｌｕｓｔｅ
ｒｉｎｇ）．这种聚类算法具有以下优点：与传统的支持
向量聚类相似；在预先不知道簇状态的情况下，任

何形状的簇均可以被识别．此外，没有明确将异常
点分配给任何聚类，而是根据这些异常点在高维



空间与所有簇之间的距离分配隶属值．这些隶属
值为异常点提供了很多重要的信息，而这些信息

恰恰是很多应用中最为关键的部分．

１　超球体支持向量聚类算法概述

１１　超球体支持向量聚类概述

令Ｘ＝｛ｘｉ∈Ｒｄ／ｉ＝１，２，…，Ｎ｝是集合的Ｎ个
样本点，Ｒｄ是数据空间．传统支持向量聚类算法将集
合Ｘ中的元素分类，来解释支持向量域的解．这是一
个二阶段的算法，包括训练阶段和标记阶段．在训练
阶段，通过Ｔａｘ和Ｄｕｉｎ［１０］提出的超球体支持向量聚
类算法，将原始数据空间中的点通过映射函数映射到

高维空间，在高维空间中寻找一个超球体，该超球体

以尽可能小的半径包含尽可能多的样本点．通过计算
最小超球体的球心和半径，权衡超球体半径和它所覆

盖的样本数，即最大化聚类中样本点的密度．在封闭
的超球体上，包含３种向量：１）支持向量（ＳＶ）；２）边
界支持向量（ＢＳＶ）；３）内部样本点（ＩＤ）．作为支持向
量的样本点位于超球体的表面，边界支持向量的样本

点位于超球体的外部，内部样本点位于超球体的内

部．样本点的图像再由高维空间映射回原始空间，形
成聚类的轮廓，这样就完成了训练阶段．最后，标记阶
段确定在训练过程中发现的不同的聚类，建立一个

｛０，１｝隶属度矩阵．整个映射过程如图１所示
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１２　数学描述
１２１　训练阶段

在训练阶段，是一个二次优化问题的求解过程．
该数学模型如下：

ｍｉｎＲ２＋Ｃ∑
Ｎ

ｉ＝１
ξｉ， （１）

ｓｔ｜｜φ（ｘｉ）－α｜｜
２≤Ｒ２＋ξｉ，ｉ＝１，…，Ｎ， （２）

ξｉ≥０，ｉ＝１，…，Ｎ， （３）
其中｜｜·｜｜是欧式范数，α是超球体的球心，φ是从
原始空间到高维空间映射的非线性 Ｙ映射函数，ξｉ
是松弛变量，Ｒ是超球体的半径，而Ｃ∈［０，１］是一
个惩罚参数．

应用模糊 — 粗糙支持向量算法获得一组关于

ＳＶ，ＢＳＶ和ＩＤ的数据是必要的，涉及的主要参数高
斯核宽度参数ｑ，其影响支持向量的数量．惩罚参数
Ｃ＝１／Ｎυ决定高维空间超球体中样本点所占全部
样本点的百分比．

通过求解函数变量，可以得到原问题的解，这是

一个函数的沃尔夫对偶形式：

ｍａｘ∑
Ｎ

ｉ＝１
βｉＫ（ｘｉ，ｘｊ）－∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
βｉβｊＫ（ｘｉ，ｘｊ），（４）

ｓｔ∑
Ｎ

ｉ＝１
βｉ＝１， 　（５）

０≤βｉ≤Ｃ，ｉ＝１，…，Ｎ， 　（６）
其中βｉ是拉格朗日乘子，Ｋ（ｘｉ，ｘｊ）＝φ（ｘｉ）·φ（ｘｊ）
是核函数．
１）βｉ∈（０，Ｃ），数据点位于超球体球面上，称为

支持向量（ＳＶ）；
２）βｉ＝Ｃ，数据点位于超球体外部，称为边界支

持向量（ＢＳＶ）；
３）βｉ＝０，数据点位于超球体的内部，称为内部

数据点（ＩＤ）．
一个被广泛使用的核函数，即高斯核函数，具体

形式如下：

Ｋ（ｘｉ，ｘｊ）＝ｅ
－ｑ‖ｘｉ－ｘｊ‖２ 　（７）

随着宽度参数 ｑ增大，支持向量的数量和簇的
数量也相应增加．对于任意数据点 ｘ，其在高维空间
中的图像中的位置到超球体中心的距离由下面公式

得出：

Ｒ２（ｘ）＝‖φ（ｘ）－α‖２＝Ｋ（ｘ，ｘ）－２∑
Ｎ

ｉ＝１
βｉＫ（ｘｉ，

ｘ）＋∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
βｉβｊＫ（ｘｉ，ｘｊ） （８）

超球体半径计算如下：

Ｒｓ＝
１
ＳＶ∑ｘｉ∈ＳＶ

Ｒ（ｘｉ） 　（９）

最后将数据空间中簇的轮廓集合定义为：

ｘ／Ｒ（ｘ{ ）＝Ｒ}
ｓ 　（１０）

轮廓的集合形成了如图１所示原始空间的聚类
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边界．边界支持向量均在聚类边界外部，而其余的样
本点均在聚类内部．

在训练阶段，许多有效的算法使用支持向量数

据描述模型来求解二次优化问题［１１］．例如，广义序
列最小优化（ＧＳＭＯ）算法，Ｋｅｅｒｔｈｉ和吉尔伯特［１２］

算法．
１２２　标记阶段

虽然ＳＶＣ算法的训练阶段提供了支持向量、边
界支持向量和内部样本点，但是它不能区分同时属

于两个簇的样本点．要做到这一点，ＢｅｎＨｕｒ等人［４］

给出了以下策略：给定一对样本点ｘｉ和ｘｊ，它们分别
属于不同的簇，则λ∈［０，１］，使得Ｒ（ｙｉ，ｊ）＞ＲＳ，
其中ｙｉ，ｊ＝λｘｉ＋（１－λ）ｘｊ．定义邻接矩阵Ａ，ａｉ，ｊ是邻
接矩阵中的元素，而点ｘｉ和ｘｊ是位于超球体上或者
内部的点．

ａｉ，ｊ＝
１，　ｉｆ　λ∈［０，１］，Ｒ（ｙｉ，ｊ）≤Ｒｓ，

０，{ 　ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
（１１）

聚类现在被定义为一种连接超球体中样本点的

封闭曲线，而边界支持向量是未经分类的，因为从高

维空间图像中可以看出，边界向量位于超球体的外

部．我们可以将这些未经分类的边界支持向量保持
未分类的状态或者应用一些关键的规则来将他们分

到一些聚类中去．
ＢｅｎＨｕｒ引入的标记规则被称为支持向量曲线

图．由于其需要高昂的计算时间成本，很多相关的改
进理论也被提出，诸如近似图建模［１３］、稳定平衡

点［１４］、锥形聚类标签［１５－１６］、快速稳定标签［１７］等．
１３　支持向量聚类算法的扩展

在本节，对支持向量聚类扩展进行简单介绍，并

且阐述模糊—粗糙支持向量聚类算法所做的改进．
模糊支持向量聚类算法［６］用多个超球体来表

示高维空间中不同的簇，并且用遗传算法计算隶属

度；Ｇａｒｃíａ等人［１１］提出的减法聚类算法用于发现每

个簇的类中心，主要应用于支持向量机的密度估计

领域；基于模糊 Ｃ均值的元素隶属度算法用迭代思
想来进行．这些方法提供隶属度矩阵，即数据的模糊
划分．最后Ｚｈｅｎｇ等人［１８］通过权衡分类器结构的相

关性为每一个样本点分配隶属值，例如在输入电平

领域应用模糊信息理论，使用这样的隶属函数可以

实现数据的分区工作．
支持向量聚类算法的一个重要变化由 Ａｓｈａｒａｆ

等人［２］于２００５年提出，它的核心思想是在高维空间

寻找包围样本点的两个超球体而不是仅仅一个．由
更小的超球体包围的元素被认为是聚类的下近似元

素．那些被较大球体包围但是没有被较小球体包围
的样本点被假定为具有相同聚类边界的元素．标记
部分是由ＢｅｎＨｕｒ的标记算法改进而成．通过这种
方法，得到数据集的软分区．

２　模糊—粗糙支持向量聚类算法

２１　方法概述
在传统ＳＶＣ算法的训练阶段，方程定义的模型

如１２１节所述．
如果在这个模型中选择 Ｃ＝１，即没有样本点

位于超球体之外，边界是空的．那么该数据集的清晰
的分区会出现（图１）．另一方面，如果Ｃ＜１，一些样
本点（ＢＳＶ）将位于超球体外部并且围绕在聚类周
围（图１）．球体内的样本点被使用标签规则建立成
为聚类元素．

由传统ＳＶＣ产生的清晰结构将由模糊— 粗糙
的结构替代，其特征由两个主要部分组成：即由超球

体内部样本点所建立的元素下近似集和一个由边界

支持向量组成的模糊边界（位于超球体外部的样本

点）．模糊边界概念通过以下两个想法产生：
１）某些边界支持向量非常接近支持向量构建

的聚类边界；

２）模糊集理论提供了用于获得聚类边界样本
点隶属值的数学框架．

结合这些想法，提出了这一概念，它带给 ＢＳＶ
更多的灵活性．例如，如果 ＢＳＶ“明显”远离聚类边
界（隶属度趋近于０），即被认为是异常值．如果隶属
度达到一定的阈值，则参与到聚类的过程中（图２）．
与其他的模糊聚类算法相比，本方法不需要保证样

本点对于所有聚类的隶属度总和为１．另外预先假
设聚类的形状和数目的约束条件，这样ＳＶＣ的灵活
性则不受影响．
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２２　算法详细阐述
传统的ＳＶＣ算法输出：支持向量（ＳＶ）、边界支持

向量（ＢＳＶ）、内部样本点（ＩＤ）和聚类数目以及以｛０，
１｝为隶属度的隶属度矩阵．值得注意的是，由于边界
支持向量没有被分类，所以统一给定隶属度为０．

正如１１节所述，所有超球体中的内部样本点
将被分到一个聚类中．因为这些样本点的隶属度不
存在不确定性，所以可以将每个簇的样本点组成的

点集设定为各自聚类的下近似集．
ＳＶＣ算法对边界支持向量是不进行分类的，因

为这些边界支持向量的隶属度存在不确定性．而模
糊边界是基于这样的思想：每个支持向量可以作为

其圆形聚类的中心．这样边界支持向量也会参与到
支持向量的构建中来（图２），该支持向量是这些边
界向量的最佳代表．

基于这样的思想，通过计算边界支持向量与其

聚类中心的距离获得相应的隶属度．考虑到ＳＶＣ算
法形成的聚类结构是基于所有支持向量的，因此对

于计算每一个边界支持向量隶属度时，需要对计算

对象进行选择．
方法１　取距离最近的支持向量作为计算目标；
方法２　取所有支持向量作为计算目标．
对于边界支持向量ｉ和支持向量ｊ，使用高斯核

函数μｉ，ｊ作为他们的隶属度函数．因为该核函数值可
以映射到（０，１］之间，公式如下：

μｉ，ｊ＝μ（ｘｉ，ＳＶｊ）＝Ｋ（ｘｉ，ＳＶｊ）＝ｅ
－ｑ‖ｘｉ－ＳＶｊ‖２．

当一个样本点十分接近于它所在聚类的支持向

量时，隶属度趋近于１，反之则趋近于０．
使用这种内核函数作为隶属函数，也在于它保

持高维空间与原始空间的相同判定规则，例如，支持

向量在高位空间中很接近于超球体的表面，下面的

定理可以表示为：

令ｘｉ，ｘｊ，ｘｋ为数据空间Ｒ
ｄ中的元素，ｄ（ｘ，ｙ）为欧

氏距离，φ表示从数据空间Ｒｄ到高维空间的转化函数．
Ｋ（ｘｉ，ｘｊ）＝φ（ｘｉ）·φ（ｘｊ）＝ｅ

－ｑ‖ｘｉ－ｘｊ‖２，（ｑ＞０），
ｄ（ｘｉ，ｘｊ） ≤ ｄ（ｘｉ，ｘｋ）ｄ（φ（ｘｉ），φ（ｘｊ）） ≤

ｄ（φ（ｘｉ）·φ（ｘｋ））．
使用核函数作为隶属函数计算隶属度比使用任

意隶属函数更自然，根据标准规则计算隶属度矩阵，

从而得到最后的ＢＳＶ隶属度如下：
１）如果使用最近支持向量准则，边界支持向量ｉ

到聚类ｊ的隶属度用Ｋ（ＢＳＶｉ，ＳＶｊ）的值表示当且仅当

支持向量ｉ是聚类ｊ到边界支持向量ｉ最近的支持向量．
２）如果考虑一个聚类中所有支持向量到一个

边界支持向量的平均距离，则需要下面的公式：

μｉ，ｊ＝
１
ＳＶｊ∑ｘｋ∈ＳＶｊ

Ｋ（ＢＳＶｉ，ｘｋ），

其中ＳＶｊ是聚类ｊ的支持向量集．
一旦上面的思想被采用，即可得到隶属矩阵Ｕ，

μｉ，ｊ是边界支持向量ｉ到聚类ｊ的隶属度．相比模糊Ｃ
均值提供的隶属度矩阵，该方法形成的隶属度矩阵

的每一行元素之和不一定是１，因而更容易发现异
常值的存在．如果一个样本点是异常值，那么它对于
所有聚类的隶属度都接近于０，而非异常值显然不
具有这样的性质．

为了实现粗糙—模糊聚类算法，将１２节所有
的思想进行结合以得到最终的隶属度矩阵和计算模

糊粗糙聚类算法，算法１表示为：
输入　数据集Ｘ，参数ｑ＞０，υ∈（１／Ｎ，１），
输出　关于粗糙—模糊聚类的［０，１］隶属度

矩阵，聚类数Ｃ．
步骤１　计算惩罚参数Ｃ＝１／Ｎυ；
步骤２　ＳＶＣ算法的训练阶段，获得支持向量

集（ＳＶ），边界支持向量（ＢＳＶ），内部样本点（ＩＤ）；
步骤３　ＳＶＣ算法的标记阶段，获得清晰的数

据集分区；

步骤４　根据标记阶段获得的结果，将ＳＶ和ＩＤ
分配到各自聚类的下近似集中；

步骤５　将ＢＳＶ分配给模糊边界集中；
步骤６　对位于超球体以外的样本点生成隶属

度矩阵（根据ＢＳＶ到ＳＶ的距离）；
步骤７　按标记阶段划分距离矩阵；
步骤８　对于每一个簇执行以下过程：任意ｘｉ∈

ＢＳＶ，获得最近的ｘｊ∈ＳＶ，则ｘｉ，ｘｊ属于同一聚类；
步骤９　计算最终的隶属度．
其中，１～３步是关于支持向量算法，４～９步是

本文提出的改进算法．若Ｃ＝１，则边界支持向量集
将是空的，而模糊边界将不复存在．因为所有元素组
成聚类的下近似集，由此获得清晰的聚类划分．

３　实验

为了更加清晰的展示改进算法的实验效果，先

通过对 Ｍｏｔｉｖａｔｉｏｎ数据集来进行聚类测试，再通过
与几种常见聚类算法的聚类比较来测试模糊 — 粗

糙支持向量聚类算法的聚类性能．

７９第６期　　　　　　　郭晨晨，朱红康：基于模糊集和粗糙集的支持向量聚类算法研究



３１　Ｍｏｔｉｖａｔｉｏｎ数据集聚类性能测试
Ｍｏｔｉｖａｔｉｏｎ数据集是人工数据集，包含３１６个实

例，其中有１６个样本点位于两个主要聚类的外部．
对于这个样本数据集，通过若干次实验，调整得到支

持向量算法参数ｑ＝１２，ｖ＝００７４，经过训练阶段，
支持向量、边界支持向量、内部样本点显示如图３所
示．其中大圆点样本点为支持向量，三角形样本点为
边界支持向量，小圆点为内部样本点．

使用算法的６～９步骤计算的边界支持向量的
隶属度矩阵如表１所示．

表１　边界支持向量隶属度矩阵

边界支持向

量ＢＳＶ
Ｘ Ｙ μｉ，１ μｉ，２

１ ４０ ４０ ９６１７×１０－５８ ２６１１×１０－２０

２ ２５ ３０ ４１８２×１０－１７ １４０１×１０－４

３ ３５ ３０ ４９１６×１０－２６ ３１０３×１０－４

４ ３０ ３０ ２６１１×１０－２０ ２７８３×１０－３

５ ２５ ３５ ２９０２×１０－２７ １５６４×１０－９

６ ４０ ２０ ７１８５×１０－２１ １７４９×１０－３

７ １２ ０６ １１１１×１０－２ １２５５×１０－２１

８ １５ ２０ １４０１×１０－４ １９７４×１０－８

９ ２０ ２０ ２７８２×１０－３ ２０８８×１０－３

１０ １５ ２５ １５６４×１０－９ １３４５×１０－９

１１ ３０ １０ １７４９×１０－３ ２６９８×１０－３

１２ １５ ００ ９６３８×１０－５ ４９０１×１０－２７

１３ ２０ ００ ２６９８×１０－３ ２５５４×１０－２１

１４ ３０ －１０ １６５４×１０－２０ ９１２０×１０－３９

１５ １０ －１０ ２５５４×１０－２１ １６０１×１０－５９

１６ ０５ ４０ １９４６×１０－５０ ２０８５×１０－４５

从图３可知，本算法得到了相当清晰的聚类图
像．对于表１，如果一个ＢＳＶ的最大隶属度非常接近
０，那么就可以认定他为异常值．对于 Ｍｏｔｉｖａｔｉｏｎ数
据集，所有的边界支持向量均可以被认为是异常点，

这样符合该数据集的特性，但并不意味着所有数据

集均为如此．
３２　对比实验

在这一节通过与粗糙模糊Ｃ均值算法、可能性模
糊Ｃ均值算法进行比较，以此来衡量本文算法的可行
性和优越性．测试数据集为ＸＯ，ＸＯＯｕｔｌｉｅｒ，ＢａｎｋＮｏｔｅ，
Ｃａｎｃｅｒ，Ｇｌａｓｓ等经典数据集．结果如表２所示．

表２　算法性能对比实验

数据集名称 性能指标 ＲＦＳＶＣ ＲＦＣＭ ＲＰＣＭ

ＸＯ
　　α ０９７８３ ０５４１２ ０９６８５

　　α ０９７８５ ０５３２９ ０９８３５

ＸＯＯｕｔｌｉｅｒ
　　α ０９８１２ ０５３９１ ０９６５８

　　α ０９８１３ ０５３１１ ０９８３３

Ｇｌａｓｓ
　　α ０９４４６ ０８５９６ ０１６２９

　　α ０９９５５ ０８９６２ ０８９２０

ＢａｎｋＮｏｔｅ
　　α ０９８２５ ０７８２３ ０８２１０

　　α ０９９２８ ０７９８４ ０９００４

Ｃａｎｃｅｒ
　　α ０８１１７ ０８０８６ ０４４８３

　　α ０８１１７ ０８１２８ ０７８８９

　　注：１）α表示聚类的平均精度，α表示聚类的下近似精度［１９］；

２）ＲＦＳＶＣ表示模糊粗糙支持向量聚类算法，ＲＦＣＭ表示粗糙模糊 Ｃ

均值算法，ＲＰＣＭ表示可能性模糊Ｃ均值算法．

４　小结

本文对支持向量算法进行了一定的改进，图像

和有效性指标表均表明，本算法显示出在人工数据

集和现实数据集聚类方面的较大优势和潜力．
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　　本文关于格桑花的渊源调查还存在局限性，
仅以词义考证、历史及传说为线索进行分析推断，

还不够完备，尚需进一步考证．总之，研究还有待
于从历史、民俗文化以及格桑花文化发源地生境

入手，并结合植物的特性进行考证，一定会找到更

科学严谨的解释．
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