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摘要：利用由Ｍａｔｌａｂ编写的绘制Ｈｅｎｏｎ映射分岔图及绘制任意周期或混沌状态的参数分布图程序，采用数值模
拟的方法分析了各种参数条件下产生的Ｈｅｎｏｎ映射序列，发现其性质由参数 ａ和 ｂ的具体取值决定，参数 ｂ在
［－１，１）内的任意一个取值，总可以找到参数ａ的１个或几个特定的取值范围，使映射序列形成混沌．
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　　１９７６年，Ｈｅｎｏｎ提出一种二维映射［１］，其表达

式为
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并且对ａ＝１４和ｂ＝０３时，该映射出现的奇怪吸
引子进行了详细研究．从此以后，由（１）式表示的映
射被称为Ｈｅｎｏｎ映射，与该映射有关的研究一直不
断［２－４］．最近，用Ｈｅｎｏｎ映射产生的混沌序列进行图
像加密的报道［５－７］逐渐增多，但都是以 Ｈｅｎｏｎ所选
定的参数，采用初始值作为密钥，生成不同的混沌序

列进行加密．而有关 Ｈｅｎｏｎ映射在其它参数条件下
映射序列的性质研究未见报道．本文将采用数值模
拟方法，对Ｈｅｎｏｎ映射在不同参数条件下产生的序
列进行分析研究，希望得出不同参数取值情况下映

射序列的性质，对Ｈｅｎｏｎ映射在各种信息加密中的
应用提供帮助．

１　Ｈｅｎｏｎ映射存在有限序列的条件

由（１）式知，若｜ｂ｜＞１，则无论初始值如何，经
无限多次迭代后，均有｜ｘｎ→#

｜→ #

和｜ｙｎ→#

｜→ #

．
因而，要得到有限的迭代序列，参数ｂ的取值只能限
制在－１和１之间．

若ａ≠０，由（１）式可求得，当条件［８］

ａ－１４（１－ｂ）
２ （２）

成立时，Ｈｅｎｏｎ映射存在２个实的不动点，其坐标为

ｘ ＝ｂ－１± （１－ｂ）２＋４槡 ａ
２ａ ，

ｙ ＝ｂｘ
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若ａ∈（－１４（１－ｂ）
２，０）∪（０，３４（１－ｂ）

２），

（３）式中取正号的不动点为吸引子．
由上面的分析知，Ｈｅｎｏｎ映射要得到有限的迭代

序列，条件 ｜ｂ｜
!

１必须满足，同时参数 ａ应满足
（２）式．

２　Ｈｅｎｏｎ映射的数值模拟方法

前面分析了 Ｈｅｎｏｎ映射存在有限序列的必要
条件，但不同参数取值时序列的性质难以解析分析，

需采用数值模拟方法进行研究．为了考察（１）式在
不同参数条件下映射序列的性质，采用 Ｍａｔｌａｂ编
程［９］，分别研究分岔图以及周期状态和混沌状态对

应的参数取值范围．
２１　分岔图程序设计

当参数ｂ和 ａ的值取定后，（１）式表示的映射
经多次迭代后的序列 ｘ{ }ｎ 和 ｙ{ }ｎ 可能存在 ３种情



况，分别是：

１）多次迭代过程中，从某次开始，其后所有的
ｘｎ（或ｙｎ）都为无限大，这种情况称为发散．
２）多次迭代过程中，从某次开始，其后所有的

ｘｎ（或ｙｎ）只存在有限（ｍ）种取值，这时称映射处于
周期状态，周期为ｍ．
３）无论迭代多少次，ｘｎ（或 ｙｎ）的取值都不会出

现规律，整个序列看上去是随机的，但却与初始值的

选取密切相关，这时称映射处于混沌状态．
保持参数ｂ不变，某种初始条件下（１）式的迭代

值（舍去前面不稳定的暂态值）随ａ的变化关系图称
为分岔图，它可以反映同一个 ｂ值下，ａ取不同值时
映射所处的状态．程序设计成用户自行输入参数 ｂ、
初始值ｘ０，ｙ０及参数ａ的取值范围后，按（１）式对ａ
的每个步长值下的ｘｎ和ｙｎ进行迭代计算，将 ８０１次
迭代后的４００个ｘｎ值对应同一个 ａ值作图，形成分
岔图，以此反映映射状态随参数ａ的变化情况．
２２　周期ｍ或混沌状态的参数分布图

由前述分析知，在不同的参数取值情况下，

Ｈｅｎｏｎ映射的有限序列可以处于周期或混沌状态．
因此可以设计程序，让参数 ｂ和 ａ在某个范围内变
化，对每一种参数取值的情况，按（１）式进行迭代运
算，分析迭代序列的规律，确定出此参数条件下映射

的状态．程序设计成可以输入周期数后，找出产生这
种周期的参数ｂ和 ａ的不同组合．当周期数选为与
序列值个数相同时，可以认为序列没有周期，或者说

此时序列是随机的，映射处于混沌状态．

３　数值模拟结果

３１　一维平方映射
当ｂ＝０时，（１）式迭代产生的点全部分布在 ｘ

轴上，形成一维映射．由（２）式知，要形成实不动点

需ａ－１４．该条件下（１）式的分岔全图如图１．

从图１可见，ｂ＝０时，参数ａ在
"

０２５到２的
范围内，映射存在有限序列．采用局部放大（缩小 ａ
的取值范围）观察，发现 ａ∈ ［－０２５，０７５）时，映
射处于周期１状态；ａ∈ ［０７５，１２５）映射处于周
期２状态；ａ∈［１２５，１３６７５）映射处于周期４状

态；ａ∈ ［１３６７５，１３９４０）映射处于周期８状态
……．也就是说，映射在 ａ＝０７５，１２５，１３６７５，
１３９４０，…等处发生了倍周期分岔．ａ∈ （１４，２）
映射出现混沌，随ａ的增加，混沌序列由局限在一些
分离的区域，逐渐发展到在一个数值范围内随机出

现．同时在产生混沌的区域，可明显观察到一些周期
窗口．如图２所示，ａ∈［１７５，１７７）出现了周期３
窗口；ａ∈ ［１６２４４，１６２８５）出现周期５窗口等．
如图３所示，在ａ∈［１９９５，２］的范围内，映射序列
的取值ｘｎ较均匀地随机分布在［－１，１］上，这可以
较好的用于信息加密．

３２　保守系统映射
当｜ｂ｜＝１时，（１）式表示系统在运动中保持相

平面面积不变，描述保守系统［１０］．数值模拟发现，
ｂ＝１时，仅当 ａ∈ ［０，０１１８９］时存在有限序列，
并且变化很复杂．当ｂ＝－１，ａ∈［－０６６，１０４７］
时存在有限序列，下图４显示了这一情况．进一步分
析表明，ａ＝０时出现周期２，其它区域有些出现混
沌，有些存在周期，有些似乎周期与混沌共存．

３３　耗散系统映射
当｜ｂ｜＜１时，（１）式表示系统在运动中相平面

面积逐渐缩小，代表耗散系统．数值模拟发现这种情
况下映射序列具有丰富的变化．
３３１　０＜ｂ＜１时映射序列的性质

当ｂ＞０且从趋于０逐渐增大到趋于１的过程
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中，映射序列存在以下特点：

１）存在有限序列的参数ａ的范围逐渐减小．ｂ＝０
时，ａ∈（－０２５，２）的范围内存在有限序列，而ｂ＝１
时，仅ａ∈［０，０１１８９］的范围内存在有限序列．
２）存在混沌序列的参数 ａ的范围逐渐减小，以

致最后消失．ｂ＝０时，ａ∈（１４，２）的范围内存在
混沌序列，而ｂ→１时，没有观察到有限混沌序列．
３）随着参数ｂ的增大，各种倍周期分岔对应的

参数ａ的取值逐渐减小，相应的开始出现混沌序列
的ａ值也逐渐减小．如图５所示，随ｂ值从０增大到
０４，倍周期分岔（周期２到周期４，周期４到周期８）
及开始出现混沌所对应的参数ａ的取值不断减小．

３３２　 －１＜ｂ＜０时映射序列的性质
当ｂ＜０且从趋于０逐渐减小到趋于 －１的过

程中，存在有限序列的参数ａ的范围逐渐增大，但在
趋于 －１时会突然缩小；存在混沌序列的参数 ａ的
范围逐渐减小，以致最后消失，但在趋于 －１时会突
然增大．这反映了 －１＜ｂ＜０时Ｈｅｎｏｎ映射序列状
态变化的复杂性，是有待深入研究的内容．
３３３　周期３与混沌

除ｂ趋于１外，在参数ｂ由－１到１的绝大部分
范围内，都可以观察到混沌状态，但不同ｂ值出现混
沌时对应的参数ａ的取值范围各不相同．存在混沌序
列的参数ａ的取值范围内会出现周期窗口，混沌序列
在某一个或几个区域比较均匀是两个共同的特征．

　　另一个值得注意的特点是，在参数ｂ由－１到１
的整个范围内，仅在 ｂ∈ （－００３，００５）时观察到
周期３状态，其它区域看不到有限的周期３序列，如
图６所示．这说明一维单峰映射中周期３意味着混
沌［１１］的结论，在高维映射中应该有其它的表现

形式．

综上所述，Ｈｅｎｏｎ映射在不同的参数取值情况
下，映射序列会呈现出丰富多彩的变化．映射序列的
性质由参数 ａ和 ｂ的具体数值确定．参数 ｂ在
［－１，１）的任意一个取值，总可以找到参数 ａ的１
个或几个特定的取值范围，使映射产生混沌．虽然许
多变化的细节及产生这些变化的原因有待进一步的

工作，但本文的结果拓宽了采用 Ｈｅｎｏｎ映射混沌序
列进行信息加密时参数选取的范围，可使参数的选

取有更大的灵活性．
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