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摘要：探讨带非线性源项的拟线性退缩抛物方程的 Ｃａｕｃｈｙ问题在半空间 Ｓ＝ＲＮ×（０，＋∞）上的临界
Ｂｌｏｗｕｐ现象，得到了方程没有非平凡非负整体 （定义在整个半空间 Ｓ上）解的条件，且得到的结论是
Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ型的．此外，研究所采用的方法可用于探讨类似的拟线性椭圆和抛物方程．
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　　本文研究下列拟线性退缩抛物方程的Ｃａｕｃｈｙ问题在半空间Ｓ＝ＲＮ×（０，＋∞）上的临界Ｂｌｏｗｕｐ现象：
ｕｔ＝Δ［（｜ｕ｜

ｍ－１ｕ）］＋｜ｕ｜ｑ－１ｕ， （１）

其中ｑ＞１，ｍ≥１，（ｘ，ｔ）∈Ｓ＝ＲＮ×（０，＋∞），Ｎ≥１．
方程 （１）是热方程的非线性变形，它来源于某些科学领域的数学模型，如多孔介质中气体或液体的流

动［１］和某些生物种群的传播［２］．在不考虑超平面ｔ＝０上的初始迹的情况下，我们得到了对任意固定的ｑ∈
（ｍ，ｍ＋２／Ｎ］，方程 （１）没有非平凡非负整体 （定义在整个半空间Ｓ上）解．虽然这个结果已经被某些研究
者得到（１＜ｑ＜ｍ＋２／Ｎ的情形参见文献 ［３］，ｑ＝ｍ＋２／Ｎ的情形参见文献 ［４］），但在本文中我们采用了一个
有效的分析技巧，使得证明过程比上述文献中的证明简单得多．而当ｍ＝１时，类似问题的研究见文献 ［５］．

１　主要结论

首先定义方程 （１）的解．
定义１　称函数ｕ（ｘ，ｔ）为方程 （１）在Ｓ上的一个解，如果：



１）ｕ∈Ｌｑｌｏｃ（Ｓ）；

２）∫
ｓ

（－ ｕφｔ－ ｕｍ－１ｕΔφ－ ｕｑ－１ｕφ）ｄｘｄｔ＝０，φ∈Ｃ∞０（Ｓ），φ≥０． （２）

本文的主要结果如下：

定理１　设ｍ＜ｑ≤ｍ＋２／Ｎ，ｍ≥１，ｕ（ｘ，ｔ）是方程 （１）在Ｓ上的非负解，则在Ｓ上ｕ（ｘ，ｔ）＝０．

２　定理１的证明

设１≤ｍ＜ｑ，ｕ（ｘ，ｔ）是方程 （１）在 Ｓ上的一个非负解．令０＜τ＜＋∞，０＜ｒ＜Ｒ＜＋∞，η是一个
［０，＋∞）→［０，１］的Ｃ∞函数并且满足 η′≥０，当 ｔ∈［０，τ］时 η（ｔ）＝０，当 ｔ∈［２τ，＋∞）时 η（ｔ）＝１．ξ∈
Ｃ∞（Ｓ）并且满足：

当（ｘ，ｔ）∈Ｓ／Ｐ（Ｒ）时ξ（ｘ，ｔ）＝０；当（ｘ，ｔ）∈Ｐ（ｒ）时ξ（ｘ，ｔ）＝１．其中

Ｐ（Ｒ）＝ （ｘ，ｔ）∈Ｓ∶ｔ１／θ＋｜ｘ｜２＜Ｒ，θ＝Ｎ（ｍ－１）＋２{ }２ ．

在 （２）式中选取φ（ｘ，ｔ）＝ξｓη２，并在Ｐ（Ｒ）上积分，这里ｓ≥２将在后面选取，得：

∫
Ｐ（Ｒ）

（－ ｕ（ξｓη２）ｔ－ ｕｍ－１ｕΔ（ξｓη２）－ ｕｑ－１ｕξｓη２）ｄｘｄｔ＝０，

－ｓ∫
Ｐ（Ｒ）

ｕξｓ－１ξｔη
２ｄｘｄｔ－２∫

Ｐ（Ｒ）

ｕξｓηη′ｄｘｄｔ－∫
Ｐ（Ｒ）

ｕｍ－１ｕη２Δ（ξｓ）ｄｘｄｔ＝∫
Ｐ（Ｒ）

ｕｑ－１ｕξｓη２ｄｘｄｔ．

注意到： Δξｓ＝ｓξｓ－１Δξ＋ｓ（ｓ－１）ξｓ－２ ｘξ
２．

因此有： －ｓ∫
Ｐ（Ｒ）

ｕξｓ－１ξｔη
２ｄｘｄｔ－２∫

Ｐ（Ｒ）

ｕξｓηη′ｄｘｄｔ－ｓ∫
Ｐ（Ｒ）

ｕｍ－１ｕξｓ－１Δξη２ｄｘｄｔ

－ｓ（ｓ－１）∫
Ｐ（Ｒ）

ｕｍ－１ｕξｓ－２ ｘξ
２η２ｄｘｄｔ≥ ∫

Ｐ（Ｒ）

ｕｑξｓη２ｄｘｄｔ． （３）

由于对所有的ｔ≥０有η′≥０，所以

－２∫
Ｐ（Ｒ）

ｕξｓηη′ｄｘｄｔ≤０． （４）

由 （３）式－（４）式可得：

ｓ∫
Ｐ（Ｒ）

ｕξｓ－１ ξｔη
２ｄｘｄｔ＋ｓ∫

Ｐ（Ｒ）

ｕｍ·ξｓ－１ Δξη２ｄｘｄｔ＋ｓ（ｓ－１）∫
Ｐ（Ｒ）

ｕｍ ｘξ
２ξｓ－２η２ｄｘｄｔ

≥ ∫
Ｐ（Ｒ）

ｕｑξｓη２ｄｘｄｔ． （５）

对 （５）式运用Ｈｌｄｅｒ不等式得

(
：

∫
Ｐ（Ｒ）＼Ｐ（ｒ）

ｕｑξｓη２ｄｘｄ)ｔ
１

(ｑ ∫
Ｐ（Ｒ）

ξｓ－
ｑ
ｑ－１η２｜ξｔ｜

ｑ
ｑ－１ｄｘｄ)ｔ

ｑ－１
ｑ

(＋ ∫
Ｐ（Ｒ）＼Ｐ（ｒ）

ｕｑξｓη２ｄｘｄ)ｔ
ｍ

(ｑ ∫
Ｐ（Ｒ）

ξｓ－
ｑ
ｑ－ｍη２｜Δξ｜

ｑ
ｑ－ｍｄｘｄ)ｔ

ｑ－ｍ
ｑ

(＋ ∫
Ｐ（Ｒ）＼Ｐ（ｒ）

ｕｑξｓη２ｄｘｄ)ｔ
ｍ

(ｑ ∫
Ｐ（Ｒ）

ｘξ
２ｑ
ｑ－ｍξｓ－

２ｑ
ｑ－ｍη２ｄｘｄ)ｔ

ｑ－ｍ
ｑ

≥γ１∫
Ｐ（Ｒ）

ｕｑξｓη２ｄｘｄｔ． （６）

在本文中，我们用γｉ（ｉ＝１，２，…）表示只与ｍ，ｑ，Ｎ，ｓ等有关而与τ，ｒ，Ｒ无关的正常数．

现在，我们选择ξ（ｘ，ｔ）＝ψ（（｜ｘ｜２＋ｔ１／θ）Ｒ－１），其中ψ是［０，＋∞）→［０，１］的光滑函数，并满足：当
ｙ∈［０，１／２］时ψ（ｙ）＝１；当ｙ∈［１，＋∞）时ψ（ｙ）＝０．由于对任意的Ｒ＝２ｒ＞０，（ｘ，ｔ）∈Ｓ有

ｍｅｓ｜Ｐ（Ｒ）｜≤γ２Ｒ
Ｎ／２＋θ，｜ξｔ｜≤γ２Ｒ

－θ，｜Δξ｜≤γ２Ｒ
－１，ｘξ≤γ２Ｒ

－１／２．
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由 （６）式知，对任意ｓ≥ｍａｘ ｑ
ｑ－１，

２ｑ
ｑ－{ }ｍ

(

，

∫
Ｐ（Ｒ）＼Ｐ（ｒ）

ｕｑξｓη２ｄｘｄ)ｔ
１
ｑ
×Ｒ（

Ｎ
２＋θ－θ

ｑ
ｑ－１）×

ｑ－１
ｑ (＋ ∫

Ｐ（Ｒ）
"

Ｐ（ｒ）

ｕｑξｓη２ｄｘｄ)ｔ
ｍ
ｑ
×Ｒ（

Ｎ
２＋θ－

ｑ
ｑ－ｍ）×

ｑ－ｍ
ｑ

≥γ３∫
Ｐ（Ｒ）

ｕｑξｓη２ｄｘｄｔ． （７）

注意到θ＝Ｎ（ｍ－１） ＋２２ ，则对

１≤ｍ＜ｑ≤ｍ＋２／Ｎ，

有 （
Ｎ
２＋θ－θ×

ｑ
ｑ－１）

ｑ－１
ｑ≤０，

（
Ｎ
２＋θ－θ×

ｑ
ｑ－ｍ）

ｑ－ｍ
ｑ ≤０．

对 （７）式运用Ｙｏｕｎｇ不等式可得：

∫
Ｓ

ｕｑη２ｄｘｄｔ≤γ４．

由单调性，对任意序列γｋ→＋∞有：

∫
Ｐ（２γｋ）＼Ｐ（γｋ）

ｕｑη２ｄｘｄｔ→０． （８）

由 （７）式和 （８）可得，当γｋ→＋∞时，

∫
Ｐ（γｋ）

ｕｑη２ｄｘｄｔ→０． （９）

因此 ∫
Ｓ

ｕｑη２ｄｘｄｔ＝０．

注意到对任意的τ＞０，η（ｔ）在区间［２γ，＋∞］上等于１，可得ｕ（ｘ，ｔ）≡０，几乎处处收敛于 Ｓ．定理１
证毕．

３　小结

本文利用分析技巧，在不考虑超平面ｔ＝０上的初始迹的情况下，得到了方程没有非平凡非负整体解
的条件．由于在超平面ｔ＝０上对方程的解没有附加任何条件，因此本文得到的结论是 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ型的．此
外，本文所用的方法可应用于研究类似的拟线性椭圆和抛物方程．
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