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对偶映像连续性和 η凸性模的若干性质及其等价关系

王会玫
（昆明学院 数学系，云南 昆明 ６５０２１４）

摘要：讨论了Ｂａｎａｎｃｈ空间中对偶映像连续性的若干形式及其与 Ｂａｎａｃｈ空间几何理论中支撑函数间的关系，以
及η凸性模在某些子集上的性质．证明了对偶映像连续性和η凸性模在这些子集上性质的等价关系．
关键词：Ｂａｎａｃｈ空间；对偶映像；η凸性模；支撑函数；凸性范数．
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Ｌｅｍｍａ１　ＬｅｔＸｂｅａＢａｎａｃｈｓｐａｃｅ，ｆｘａｎｄＦ（ｘ）ａｒｅｔｈｅｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｄｕａｌｉｔｙｍａｐｐｉｎｇｒｅｓｐｅｃ
ｔｉｖｅｌｙ，Ｔｈｅｎｆｏｒｘ∈Ｘ，ｆｘ∈Ｆ（ｘ）．ＦｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅＦ（ｘ）ｉｓｓｉｎｇｌｅｖａｌｕｅｄａｔｘｉｆｏｎｅｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓｉｓ
ｓａｔｉｓｆｉｅｄ：
１）ｆｘｉｓｔｈｅｕｎｉｑｕｅｆｕｎｃｔｉｏｎｉｎＦ（ｘ）；
２）Ｆ（ｘ）ｉｓｎｏｒｍｗｅａｋ ｌｏｗｅｒｓｅｍｉｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｔｘ．（ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓｅｅ［３］）；
３）Ｆ（ｘ）ｉｓｎｏｒｍｗｅａｋ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｔｘ；
４）ｆｘｉｓｎｏｒｍｗｅａｋ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｔｘ．
Ｐｒｏｏｆ　ＳｉｎｃｅｆｘｉｓｔｈｅｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｏｎｔｈｅｕｎｉｔｓｐｈｅｒｅＳ，ｆｏｒｘ∈Ｓ，ｘ＝１ａｎｄ＜ｘ，ｆｘ＞＝１＝ ｆｘ ，

ｗｅｈａｖｅｆｘ（ｘ）＝＜ｘ，ｆｘ＞＝１＝ ｘ
２＝ ｆｘ

２，ｓｏｆｘ∈Ｆ（ｘ）．
Ｆｏｒｘ∈Ｘ，ｄｅｎｏｔｅｘ＝λｔ（ｔ∈Ｓ，λ≥０，ｔｈｅｎｆｔ（ｔ）＝ ｔ

２＝ ｆｔ
２，ｂｙｔｈｅｓｉｍｐｌｅｄｅｄｕｃｔｉｏｎ，ｗｅｈａｖｅ

ｆｘ（ｘ）＝ｆλｔ（λｔ）＝λ
２ｆｔ（ｔ）＝λ

２ ｔ＝λ２ ｔ２＝ λｔ２＝ ｘ２， （１）
ａｎｄ ｆｘ（ｘ）＝ｆλｔ（λｔ）＝λ

２ ｆｔ ＝λ
２ ｆｔ

２＝ λｆｔ
２＝ ｆλｔ

２＝ ｆｘ
２， （２）

ｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈ（１）ａｎｄ（２），ｗｅｈａｖｅｆｘ（ｘ）＝ ｘ
２＝ ｆｘ

２，ｓｏｆｘ∈Ｆ（ｘ）．
１）Ｓｉｎｃｅｆｘ∈Ｆ（ｘ），ｉｆｆｘｉｓｔｈｅｕｎｉｑｕｅｆｕｎｃｔｉｏｎｉｎＦ（ｘ），ｔｈｅｎｆｘ＝Ｆ（ｘ），ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，Ｆ（ｘ）ｉｓｓｉｎｇｌｅｖａｌｕｅｄ；

２）ＳｉｎｃｅｔｈｅｄｕａｌｉｔｙｍａｐｐｉｎｇＦ（ｘ）ｉｓｔｈｅｓｕｂｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ（ｘ）ｏｆ（ｘ）＝１２ ｘ
２，ａｎｄｔｈｅｓｕｂｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ

（ｘ）ｉｓｓｉｎｇｌｅｖａｌｕｅｄａｔｘｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｉｔｉｓｗｅａｋ ｌｏｗｅｒｓｅｍｉｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｔｘ（ｓｅｅ［４］）；
３）Ｉｔｉｓｗｅｌｌｋｎｏｗｎ．Ｓｅｅ［１，４］；
４）Ｉｆｆｘｉｓｎｏｒｍｗｅａｋ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｔｘ，ｂｕｔＦ（ｘ）ｉｓｎｏｔｓｉｎｇｌｅｖａｌｕｅｄａｔｘ．Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｔｗｏｄｉｆｆｅｒ

ｅｎｔｉａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｓｆｘ，ｆ
～

ｘ∈Ｆ（ｘ）．Ｆｏｒａｐｏｓｉｔｉｖｅｒｅａｌｓｅｑｕｅｎｃｅλｎ→０，ｆｏｒｙ∈Ｘ，ｗｈｅｎｘ＋λｎｙ→ｘ（ｎ→∞），ｆｘ＋λｎｙ
ｗ
→


ｆｘａｎｄｆｘ＋λｎｙ
ｗ
→


ｆ
～

ｘ，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ

　　　１２ ｘ＋λｎｙ
２－１２ ｘ

２ ＝ ｘ＋λｎｙ
２－１２（ｘ＋λｎｙ

２＋ ｘ２）≤ ｘ＋λｎｙ
２－（ｘ＋λｎｙ ｘ）

≤ｆｘ＋λｎｙ（ｘ＋λｎｙ）－ｆｘ＋λｎｙ（ｘ）≤ｆｘ＋λｎｙ［（ｘ＋λｎｙ）－ｘ］＝ｆｘ＋λｎｙ（λｎｙ）
＝λｎｆｘ＋λｎｙ（ｙ）． （３）

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，１２ ｘ
２－１２ ｘ＋λｎｙ

２ ＝ ｘ２－１２（ｘ
２＋ ｘ＋λｎｙ

２）≤ ｘ２－（ｘ ｘ＋λｎｙ）

≤ｆ
～

ｘ（ｘ）－ｆ
～

ｘ（ｘ＋λｎｙ）＝ｆ
～

ｘ［ｘ－（ｘ＋λｎｙ）］＝ｆ
～

ｘ（－λｎｙ）

＝－λｎｆ
～

ｘ（ｙ）， （４）

（３）ａｎｄ（４）ｇｉｖｅｓ０≤λｎｆｘ＋λｎｙ（ｙ）－λｎｆ
～

ｘ（ｙ）ａｎｄｆ
～

ｘ（ｙ）≤ｆｘ＋λｎｙ（ｙ）．

Ｌｅｔｎ→∞，ｓｉｎｃｅｘ＋λｎｙ→ｘａｎｄｆｘ＋λｎｙ
ｗ
→


ｆｘ，ｔｈｅｎｆｏｒｙ∈Ｘ，ｗｅｈａｖｅ

ｆ
～

ｘ（ｙ）≤ｆｘ（ｙ）． （５）
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Ｅｍｐｌｏｙｉｎｇｔｈｅｓａｍｅｍｅｔｈｏｄａｂｏｖｅ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

ｆｘ（ｙ）≤ｆ
～

ｘ（ｙ）． （６）

Ｂｙ（５）ａｎｄ（６），ｆｏｒｙ∈Ｘ，ｗｅｈａｖｅｆｘ（ｙ）＝ｆ
～

ｘ（ｙ）．Ｉｔｓｈｏｗｓｔｈａｔ

ｆｘ＝ｆ
～

ｘ， （７）
ｉｔｉｓａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎｔｏｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ，ｓｏＦ（ｘ）ｉｓｓｉｎｇｌｅｖａｌｕｅｄａｔｘ．

Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，ｓｏｍｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆｔｈｅｄｕａｌｉｔｙｍａｐｐｉｎｇａｒｅｄｉｓｃｕｓｓｅｄ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ１　ＬｅｔＸｂｅａＢａｎａｃｈｓｐａｃｅ，Ｘ ｂｅｔｈｅｃｏｎｊｕｇａｔｅｓｐａｃｅｏｆＸ，Ｆ（ｘ）ｂｅｔｈｅｄｕａｌｉｔｙｍａｐｐｉｎｇｏｎＸ．

Ｔｈｅｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｉｎｅｖｅｒｙｇｒｏｕｐａｒｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ：
１）（１－１）Ｆ（ｘ）ｉｓｎｏｒｍｎｏｒｍｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｎＸ；
（１－２）ｘ∈Ｘ，ｘｎ→ｘ，ｘ∈Ｆ（ｘ），ｔｈｅｎｘｎ∈Ｆ（ｘｎ），ｓｕｃｈｔｈａｔｘｎ→ｘ（ｎ→∞）；
（１－３）Ｆｏｒａｎｙｘ∈Ｘ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｆｘ：Ｘ→Ｘ，ｗｈｉｃｈｉｓｎｏｒｍｎｏｒｍｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｎＸ．

２）（２－１）Ｆ（ｘ）ｉｓｎｏｒｍｗｅａｋｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｎＸ；
（２－２）ｘ∈Ｘ，ｘｎ→ｘ，ｘ

°∈Ｆ（ｘ），ｔｈｅｎｘｎ∈Ｆ（ｘｎ），ｓｕｃｈｔｈａｔｙ∈Ｘ，＜ｘｎ，ｙ ＞→＜ｘ
°，ｙ ＞

（ｎ→∞）．（ａｌｓｏｄｅｎｏｔｅ：ｘｎ →
ｗ
ｘ）；

（２－３）Ｆｏｒｅａｃｈｘ∈Ｘ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｆｘ：Ｘ→Ｘ，ｗｈｉｃｈｉｓｎｏｒｍｗｅａｋｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｎＸ．
３）（３－１）Ｆ（ｘ）ｉｓｎｏｒｍｗｅａｋ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｎＸ；
（３－２）ｘ∈Ｘ，ｘｎ→ｘ，ｘ∈Ｆ（ｘ），ｔｈｅｎｘｎ∈Ｆ（ｘｎ），ｓｕｃｈｔｈａｔｙ∈Ｘ，＜ｙ，ｘｎ ＞→ ＜ｙ，ｘ ＞（ｎ→

∞）．（ａｌｓｏｄｅｎｏｔｅ：ｘｎ
ｗ
→


ｘ）；
（３－３）Ｆｏｒａｎｙｘ∈Ｘ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｆｘ：Ｘ→Ｘ，ｗｈｉｃｈｉｓｎｏｒｍｗｅａｋ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｎＸ．

４）（４－１）Ｆ（ｘ）ｉｓｎｏｒｍｎｏｒｍｕｎｉｆｏｒｍｌｙｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｎＤＸ；
（４－２）ε＞０，δ＞０，ｆｏｒｘ，ｙ∈Ｄ，ｘ－ｙ＜δ，ｔｈｅｎｘ∈Ｆ（ｘ）ａｎｄｙ∈Ｆ（ｙ），ｓｕｃｈｔｈａｔ
ｘ －ｙ ＜ε；
（４－３）Ｆｏｒａｎｙｘ∈Ｘ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｆｘ：Ｘ→Ｘ，ｗｈｉｃｈｉｓｎｏｒｍｎｏｒｍｕｎｉｆｏｒｍｌｙｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ
ｏｎＤＸ．

Ｐｒｏｏｆ　Ｗｅｆｉｒｓｔｐｒｏｖｅｇｒｏｕｐ１）：
Ｉｆ（１－１）ｈｏｌｄｓ，ｗｈｉｃｈｍｅａｎｓｔｈａｔＦ（ｘ）ｉｓｎｏｒｍｎｏｒｍｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｎＸ，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅＦ（ｘ）ｉｓｎｏｒｍｗｅａｋ

ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｎＸ，ｂｙＬｅｍｍａ１，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ：Ｆ（ｘ）ｉｓｓｉｎｇｌｅｖａｌｕｅｄｏｎＸ，ｗｈｉｃｈｍｅａｎｓｔｈａｔＦ（ｘ）＝ｘ，Ｆ（ｘｎ）＝
ｘｎ，ｓｉｎｃｅＦ（ｘｎ）→Ｆ（ｘ）（ｎ→∞），ｗｅｈａｖｅｘｎ→ｘ°


（ｎ→∞），ｓｏ（１－２）ｈｏｌｄｓ．

Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙ，ｉｆ（１－２）ｈｏｌｄｓ，ｔｈｅｎｘｎ→ｘ（ｎ→∞）ｉｍｐｌｉｅｓｘｎ →
ｗ
ｘ．ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｉｎＬｅｍｍａ１ｇｉｖｅｓｔｈａｔＦ（ｘ）

ｉｓｓｉｎｇｌｅｖａｌｕｅｄｏｎＸ，ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｏｆｘｎ→ｘ（ｎ→∞），ｗｅｈａｖｅＦ（ｘｎ）→Ｆ（ｘ）（ｎ→∞），ｗｈｉｃｈ
ｍｅａｎｓ（１－１）ｈｏｌｄｓ．

Ｔａｋｉｎｇｔｈｅｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｆｘ∈Ｆ（ｘ）ｉｎｔｏａｃｃｏｕｎｔ，ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＬｅｍｍａ１ａｎｄｔｈｅｐｒｏｏｆａｂｏｖｅ，ｗｅｇｅｔ（１－
１）ｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏ（１－３）．

Ｂｙａｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅａｂｏｖｅｔｅｃｈｎｉｑｕｅａｎａｌｏｇｏｕｓｌｙ，２），３）ａｎｄ４）ｉｓｐｒｏｖｅｄ．

３　ＴｈｅＲｅｌａｔｉｏｎｓＢｅｔｗｅｅｎｔｈｅＣｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆｔｈｅＤｕａｌｉｔｙＭａｐｐｉｎｇａｎｄｔｈｅηＲｏｔｕｎｄｉｔｙＭｏｄｕｌｕｓ

　　ＤｅｎｏｔｅＡａｓｔｈｅｎｏｎｅｍｐｔｙｓｕｂｓｅｔｉｎＸ＼{ }θ，ＭｔｈｅｎｏｎｅｍｐｔｙｂｏｕｎｄｅｄｓｕｂｓｅｔｉｎＸ，ａｎｄ

η（Ａ，Ｍ）＝ｉｎｆ
ｚ∈ {Ａ ｉｎｆ

ｘ∈Ｍ
ｙ∈Ｘ
ｘ－ｙ＝ｚ

１
２ ｘ

２＋１２ ｙ
２－ ｘ＋ｙ２[ ] }２

，

η（Ａ，Ｍ）ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅｔｈｅηＲｏｔｕｎｄｉｔｙｍｏｄｕｌｕｓｏｎｔｈｅｎｏｎｅｍｐｔｙｓｕｂｓｅｔＡｉｎＸｃｏｎｃｅｒｎｉｎｇｔｈｅｂｏｕｎｄｅｄｎｏｎｅｍｐｔｙ
ｓｕｂｓｅｔＭ（ｓｅｅ［５］）．

Ｗｅｆｉｒｓｔｒｅｃａｌｌｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓｉｎ［３］．ＬｅｔＸｂｅａＢａｎａｃｈｓｐａｃｅ，Ｓ＝ ｘ｜ｘ∈Ｘ，ｘ{ }＝１ ｂｅｉｔｓｕｎｉｔｓｐｈｅｒｅ．Ｘｉｓ
ｓａｉｄｔｏｂｅｕｎｉｆｏｒｍｌｙｒｏｔｕｎｄ，ｉｆｆｏｒｘｎ，ｙｎ∈Ｓ，ｓｕｃｈｔｈａｔｘｎ＋ｙｎ →２，ｔｈｅｎｘｎ－ｙｎ→θ（ｎ→∞）；Ｘｉｓｓａｉｄｔｏｂｅ

ｗｅａｋｕｎｉｆｏｒｍｌｙｒｏｔｕｎｄ，ｉｆｆｏｒｘｎ，ｙｎ∈Ｓ，ｓｕｃｈｔｈａｔｘｎ＋ｙｎ →２，ｔｈｅｎｘｎ－ｙｎ →
ｗ
θ（ｎ→∞）；Ｔｈｅｃｏｎｊｕｇａｔｅｓｐａｃｅ

Ｘ ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅｗｅａｋ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｒｏｔｕｎｄ，ｉｆｘｎ，ｙｎ∈Ｓ，ｓｕｃｈｔｈａｔｘｎ ＋ｙｎ →２，ｔｈｅｎｘ

ｎ －ｙｎ

ｗ
→


θ；Ｘｉｓｓａｉｄ
ｔｏｂｅｕｎｉｆｏｒｍｌｙｒｏｔｕｎｄｉｎｗｅａｋｌｙｃｏｍｐａｃｔｓｅｔｓｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ，ｉｆｗｈｅｎｘｎ，ｙｎ∈Ｓｓｕｃｈｔｈａｔｘｎ＋ｙｎ →２，ａｎｄｘｎ－ｙｎ
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